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Kurzfassung
Die Einsteinsche Theorie der Gravitation (
”
Allgemeine Relativita¨tstheorie“) beruht
auf der Annahme, daß die geometrischen Eigenschaften des vierdimensionalen
Raumzeit-Kontinuums im wesentlichen von der darin befindlichen Materie bestimmt
werden. Im Gegensatz hierzu mißt die Newtonsche Mechanik dem Raum und der
Zeit eine absolute, materieunabha¨ngige Bedeutung bei. Die vorliegende Arbeit
stellt einen Kompromiß zwischen diesen beiden Vorstellungen dar: Es wird zwar
einerseits die spontane Aufspaltung der Raum-Zeit in eine
”
universale Zeit“ und
einen
”
absoluten Raum“ im Sinne Newtons akzeptiert, andrerseits aber erha¨lt diese
(1+3)-Aufspaltung den Status eines dynamischen Objektes im Sinne Einsteins.
Hierbei wird die (großra¨umige) Eigendynamik der (1+3)-Zerlegung nur schwach
an die (lokalen) Schwankungen der Materiedichte mit Hilfe der Einstein-Gleichungen
angekoppelt, sodaß diese nach wie vor ihre Gu¨ltigkeit fu¨r die Gravitationspha¨nomene
in einem begrenzten Raumbereich behalten (Planeten, Sterne Galaxien). Auf einer
kosmischen Skala jedoch werden die Eigenschaften des Universums als Ganzes im
wesentlichen von der Eigendynamik der Raumzeit-Aufspaltung bestimmt.
Die Geometrie der (1+3)-Zerlegung und die Expansion des leeren Universums
werden im Detail untersucht. Die neue Gravitationstheorie entha¨lt im Vergleich
zur Einsteinschen Theorie einen zusa¨tzlichen Feldfreiheitsgrad, der als Tra¨ger fu¨r
den Energie-Impuls-Inhalt der Gravitationswechselwirkung in Frage kommt. Der
”
Grundzustand“ des leeren Universums ( maximale Symmetrie) wird durch eine
1
de Sitter-Geometrie beschrieben, wobei sich nur das expandierende Universum
als stabil erweist. Ein Teil der vorliegenden Doktorarbeit (Kap.V) wurde bei der
Zeitschrift fu¨r Naturforschung zur Vero¨ffentlichung eingereicht.[33]
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Kapitel 1
Erfolge und Probleme der
Allgemeinen Relativita¨tstheorie
Die popula¨rwissenschaftliche Literatur reagiert bekanntlich mit einiger Verzo¨gerung
auf die neuen bahnbrechenden Erkenntnisse, die von den akademischen Spezialisten
in ihren Labors und Denkzellen an den universita¨ren Forschungseinrichtungen
erarbeitet werden. Diesem Retardierungseffekt kann man sicherlich auch einige
positive Seiten abgewinnen wenn man bedenkt, daß so manche
”
wissenschaftliche
Revolution“ wieder zerplatzt, bevor sie u¨berhaupt ans Licht der O¨ffentlichkeit
gelangt (und so dem Ansehen ihres Scho¨pfers Schaden zufu¨gen ko¨nnte). Gerade
wegen dieser Selektionseigenschaft ko¨nnen aber die Reaktionen in der popula¨rwissenschaftlichen
Presse manchmal einen durchaus serio¨sen Hinweis darauf abgeben, daß die normalerweise
nur fu¨r Eingeweihte zuga¨ngliche Forschungsfront wieder einmal in Bewegung gekommen
ist.
Diese Annahme scheint umso mehr berechtigt, wenn sich auch noch die eigentlichen
Ko¨nner darum bemu¨hen, die neuesten Forschungsergebnisse ihres engeren Fachgebietes
unter die Leute zu bringen. Die gegenwa¨rtige Welle von popula¨rwissenschaftlichen
Darstellungen der Relativita¨tstheorie, die von renommierten theoretischen Physikern
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verfaßt werden (z.B. [1]-[7]), deutet jedenfalls daraufhin, daß 70 Jahre nach der
ersten Formulierung dieser Theorie durch Einstein eine aufsehenerregende Neuentwicklung
eingetreten sein muß. Was sind die Ursachen fu¨r diese Renaissance der (Allgemeinen)
Relativita¨tstheorie?
1.1 Kurzer, historischer Ru¨ckblick
Um diese Frage zu beantworten, muß man nochmals in die Anfangsphase
der Allgemeinen Relativita¨tstheorie zuru¨ckgehen. Sofort nach Aufstellung seiner
Gravitationstheorie im Jahr 1915 hat Einstein selbst diese einem ersten
”
Ha¨rtetest“
unterzogen, indem er mit ihrer Hilfe die Periheldrehung der Merkurbahn (43 Bogensekunden
pro Jahrhundert) fu¨r das damalige Versta¨ndnis
”
richtig“ erkla¨rte. Damit schien
zuna¨chst einmal der Siegeszug der Allgemeinen Relativita¨tstheorie gesichert zu
sein. Paradoxerweise ist vom heutigen Standpunkt aus gesehen gerade dieser erste
Erfolg der Einsteinschen Theorie ho¨chst zweifelhaft, da Einstein bei seiner Berechnung
der Periheldrehung von einer exakten Kugelgestalt der Sonne ausging, wa¨hrend
man heutzutage weiß, daß aufgrund der inhomogenen Rotation der Sonne ein
Quadrupolmoment auftritt, welches Periheldrehungen in der Gro¨ßenordnung der
allgemein-relativistischen Korrektur bewirkt (Dicke und Goldenberg). Als Folge
davon scheint heute niemand so richtig zu verstehen, warum die Vorhersagen der
Einsteinschen Theorie so gut mit dem beobachteten Wert u¨bereinstimmen.
Zuna¨chst aber kam noch ein weiterer glu¨cklicher Umstand der Relativita¨tstheorie
in ihrer fru¨hen Phase zu Hilfe: die totale Sonnenfinsternis von 1919. Es wurden
zwei Expeditionen (Eddington) zur Beobachtung der Ablenkung des Sternenlichtes
durch die verfinsterte Sonne durchgefu¨hrt, welche die Einsteinschen Vorausagen
bis auf eine Genauigkeit von 20% (bzw. 7%) besta¨tigten. Dies wurde als eine
hinreichende Verifizierung der Einsteinschen Theorie akzeptiert, vor allem auch
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deshalb, weil die damalige Experimentiertechnik einen gro¨ßeren Genauigkeitsgrad
nicht zuließ. Mit dieser etwas du¨rftigen experimentellen
”
Untermauerung“ hat
die Allgemeine Relativita¨tstheorie eine 40-ja¨hrige Stagnationsphase u¨berstanden,
wobei die weitere theoretischeDurcharbeitung eine gewisse U¨berlebenshilfe geboten
hat (Wheeler, Chandrasekhar, Schild, Zel’dovich).
Allerdings erfolgte nun aber in den 60er Jahren eine intensive Wiederbelebung
der Relativita¨tstheorie sowohl von der theoretischen wie auch der experimentellen
Seite her. Der Beitrag der Theoretiker bestand einerseits in der Aufstellung einer
Konkurrenz-Theorie (Skalar-Tensor-Theorie von Brans und Dicke), andrerseits in
der Anwendung neuer Rechenmethoden (Penrose) und der Aufdeckung wichtiger
theoretischer Pha¨nomene der Theorie (Hawking, Thorne, Novikov, Bardeen). Aber
auch die Experimentalphysiker konnten mit aufsehenerregenden Entdeckungen
aufwarten: Pulsare, Quasare, Hintergrund-Strahlung, Gravitationslinsen, relativistische
Doppelstern-Systeme. Daru¨berhinaus hatten sich die experimentellen Methoden so
verfeinert, daß man nicht mehr auf bloße Beobachtung der allgemein-relativistischen
Effekte auf einer kosmologischen Skala angewiesen war, sondern auch Experimente
innerhalb des planetaren Maßstabs durchfu¨hren konnte. So wurde z.B. die Gravitations-
Rotverschiebung nachgewiesen mit Hilfe eines Raketenexperimentes (Vessot), durch
Erdumrundung an Bord eines Passagierflugzeuges (Hafele und Keating) und schließlich
sogar innerhalb eines Geba¨udes (Jefferson-Turm der Harvard-University, Pound-
Rebka-Snider). Ferner wurde ein Doppelstern-Pulsar entdeckt (Hulse und Taylor),
der aufgrund seiner gu¨nstigen Systemparameter die allgemein-relativistischen Effekte
im Sinne Einsteins wie aus dem Bilderbuch produziert (z.B. ist hier die Periastron-
Drehung 36000 mal so groß wie bei der Merkur-Bahn; Bahnradius ≈ Sonnenradius,
Bahnperiode 7,75 h, Pulsperiode 0,059 sec).
Auf dem Hintergrund dieser erdru¨ckenden Beweislast gegen die Konkurrenten
der Allgemeinen Relativita¨tstheorie und zugunsten der Einsteinschen Ideen mag
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die in ju¨ngster Zeit beobachtbare Euphorie der Relativita¨tstheoretiker versta¨ndlich
erscheinen. Man sollte daru¨ber aber nicht vergessen, daß die logisch-konzeptionelle
Geschlossenheit der Einsteinschen Theorie keineswegs so einstimmig akzeptiert
wird wie ihre experimentellen Erfolge. Die Uneinigkeit in der theoretischen Bewertung
der Einsteinschen Theorie wird allein schon an ihrer unterschiedlichen Benennung
durch verschiedene Autoren deutlich:
”
Chronogeometry“ (Fock, Fokker),
”
geochronometrical
gravity“ (Treder),
”
geometrodynamics“ (Wheeler),
”
gravidynamics“ (deWitt, Ivanenko),
”
gravitodynamics“ (Mercier). Abgesehen von diesen a¨ußerlichen Meinungsverschiedenheiten,
gibt es auch inhaltliche Differenzen: Hatte Einstein noch durch seine Namensgebung
”
Allgemeine Relativita¨tstheorie“ zum Ausdruck bringen wollen, daß es sich hier um
eine Verallgemeinerung des Relativita¨tsprinzips seiner Speziellen Theorie handeln
soll, so bestreiten z.B. Fock und Fokker, daß die Allgemeine Theorie (im Gegensatz
zur Speziellen) u¨berhaupt ein Relativita¨ts-Prinzip entha¨lt. Die in Einsteins Theorie
vorhandene Kovarianz wird von manchen Autoren als eine glatte Trivialita¨t angesehen
(Kretschmann, Havas).
In der vorliegenden Arbeit wird von der bestehenden Kritik an der Einsteinschen
Theorie ausgegangen und versucht eine Lo¨sung fu¨r gewisse Schwachpunkte der
Allgemeinen Relativita¨tstheorie zu finden. Diese unbefriedigenden und verbesserungswu¨rdigen
Aspekte sollen zuna¨chst einmal pra¨zisiert werden.
1.2 Problematische Aspekte der Einsteinschen
Theorie
1.
Das hervorstechende Merkmal der Allgemeinen Relativita¨tstheorie ist sicherlich
die Eigenschaft der allgemeinen Kovarianz. Als Folge dieser Eigenschaft verlieren
die Koordinaten der Raum-Zeit ihre unmittelbare physikalische Bedeutung, die sie
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in der Speziellen Theorie noch besitzen (globale Inertialsysteme). An die Stelle der
globalen Inertialsysteme tritt in der Allgemeinen Theorie der Begriff des Bezugssystems
(reference frame), ohne den weder die theoretische Seite (Spinoren, etc.) noch die
experimentelle Seite (Verifikation) auskommen kann. Anschaulich gesehen kann
man sich ein Bezugssystem als ein Tetradenfeld u¨ber der Raum-Zeit vorstellen,
das nur bis auf eine SO(3)-Umeichung eindeutig bestimmbar ist. Der zeitartige
Tetradenvektor ist dabei ein SO(3)-Skalar und definiert eine 3-dimensionale raumartige
Distribution, die im Falle ihrer Integrabilita¨t zu einer (1+3)-Foliation der 4-dimensionalen
Raum-Zeit fu¨hrt. Fu¨r die konkrete Bearbeitung der allermeisten relativistischen
Probleme ist die Wahl einer solchen Foliation unvermeidbar [26]! Auf diese Weise
erha¨lt — trotz der allgemeinen Kovarianz — die Wahl eines Bezugssystems eine
so wichtige Bedeutung, daß wir uns versucht fu¨hlen werden, die (1+3)-Foliation
von ihrem untergeordneten Status einer rechentechnischen Hilfsgro¨ße zu befreien
und zu einem ordentlichen, dynamischen Objekt der Theorie zu machen. Obwohl
dies die Bevorzugung eines bestimmten Bezugssystems bedeutet, muß es nicht
unbedingt die Verletzung der allgemeinen Kovarianz der Theorie nach sich ziehen
(siehe spa¨ter). Ein solches Vorgehen wu¨rde lediglich zur Folge haben, daß die
Zahl der (kovarianten!) Variablen der Gravitationstheorie um diejenigen vergro¨ßert
wird, welche die (1+3)-Foliation beschreiben ( 
”
A¨therfelder“ und SO(3)-Eichfeld).
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2.
Eng verwandt mit der Problematik der Bezugssysteme ist das A¨quivalenzprinzip.
Entsprechend diesem Prinzip muß es mo¨glich sein, fu¨r jeden Punkt der Raum-Zeit
ein (lokales) Bezugsystem einzurichten, bezu¨glich dem die physikalischen Gesetze
ihre speziell-relativistische Form annehmen. Dadurch wird die Gravitationskraft zu
einer Scheinkraft degradiert, die durch U¨bergang zu einem geeigneten Bezugssystem
(lokal) wegtransformiert werden kann. Dies erzeugt nun aber fu¨r die Theorie ein
gewisses Problem, denn wenn die Gravitationskraft lokal zum Verschwinden gebracht
werden kann, dann gilt dies sicher auch fu¨r ihren Energie/Impulsinhalt,falls man
sich diesen aus der Metrik und ihren ersten kovarianten Ableitungen aufgebaut
denken darf. Man ko¨nnte darauf antworten, daß das A¨quivalenzprinzip gar nicht
fu¨r alle physikalischen Gesetze gilt, da manche Beziehungen (z.B. die Einstein-
Gleichungen) u¨berhaupt kein speziell-relativistisches Analogon haben. Diese Art
der Argumentation hat dazu gefu¨hrt, eine
”
schwache“ Form des A¨quivalenzprinzips
einzufu¨hren, die nur fu¨r Gesetze der ersten Differentiations-Ordnung gelten soll,
also z.B. nicht fu¨r die Einstein-Gleichungen, die zweite Ableitungen der Metrik
enthalten. Dem muß aber entgegengehalten werden, daß der Energie/Impulsinhalt
eines Feldes, das einer Bewegungsgleichung zweiter Ordnung genu¨gt, aus den ersten
Ableitungen der Feldvariablen aufgebaut sein sollte und demnach auch dem (schwachen)
A¨quivalenzprinzip genu¨gen sollte; dies fu¨hrt jedoch im speziellen Fall des metrischen
Feldes zu einer Trivialita¨t, denn die ersten kovarianten Ableitungen der Metrik
verschwinden identisch und die Verwendung einer nicht-kovarianten Ableitung der
Metrik kommt wegen der Kovarianzforderung an den entsprechenden Energie-
Impuls-Tensor nicht in Frage.
In diesem Zusammenhang muß nun auf folgenden Sachverhalt hingewiesen
werden: Wenn die Gravitation mit anderen Formen der Energie und Materie (z.B.
mit einem Gravitationswellen-Detektor) Energie-Impuls nach den u¨blichen Erhaltungsgesetzen
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austauschen kann, dann sollte auf der rechten Seite der Einstein-Gleichungen u.a.
auch ein Term erscheinen, der den Energie-Impulsinhalt der Gravitation beschreibt.
Dieser Umstand fu¨hrt sofort zu weitreichenden Folgerungen, von denen wir hier
nur eine anfu¨hren wollen: Wenn man alle Energie und Materie aus dem Universum
entfernt, stehen zur Beschreibung dieses leeren Universums die Einstein-Gleichungen
mit dem allein verbleibenden Gravitationsterm auf der rechten Seite zur Verfu¨gung.
Fu¨r dieses inhomogene Gleichungssystem ist aber eine ganz andere Lo¨sungsmannigfaltigkeit
im Vergleich zu den homogenen Einstein-Gleichungen zu erwarten. Es ergibt sich
hier die Frage, ob die experimentell feststellbare Expansion des Universums wirklich
von der sichtbaren Materiedichte wesentlich beeinflußt wird, wie es das Standardmodell
der Kosmologie verlangt, oder ob die Expansion nicht eine Folge der
”
Vakuum-
Dynamik“ des leeren Universums ist?
Wir glauben, daß wir zu diesem ungelo¨sten Problem der Einsteinschen Theorie
eine neue Lo¨sung anbieten ko¨nnen. Da na¨mlich das metrische Feld seine fundamentale
Bedeutung in unserer Theorie verliert und diese an die neuen Variablen abtritt,
welche die (1+3)-Aufspaltung beschreiben, ko¨nnen wir diese neuen Variablen benu¨tzen,
um fu¨r das Gravitationsfeld eine Energie-Impulsdichte zu definieren. Damit kann
die Dynamik des leeren Universums unter einem neuen Aspekt untersucht werden.
3.
Das wohl bekannteste Problem der Allgemeinen Relativita¨tstheorie stellt ihre
Quantisierung dar, die man gerne durchgefu¨hrt sehen mo¨chte, bevor man eine
Vereinheitlichung mit den drei u¨brigen Grundkra¨ften der Natur vornehmen kann.
Vor einer solchen
”
großen“ Vereinheitlichung sollten alle vier Einzeltheorien in
einem einheitlichen formalen System darstellbar sein, d.h. konkret: Jede Einzeltheorie
sollte als eine separate konsistente Eichtheorie klassisch und quantentheoretisch
formulierbar sein. Paradoxerweise macht hier aber gerade die Gravitation — im
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Unterschied zu den drei restlichen Kra¨ften — vo¨llig unerwarteterweise große Schwierigkeiten.
Denn wa¨hrend die Eichtheorien fu¨r die elektromagnetische, schwache und starke
Kraft problemlos in einen einheitlichen geometrischenRahmen ( Faserbu¨ndeltheorie)
gebracht werden ko¨nnen, fu¨gt sich hier ausgerechnet die Allgemeine Relativita¨tstheorie
nicht so ohne weiteres ein, obwohl doch mit ihr der Anspruch verbunden wird,
eine Geometrisierung der Gravitationskraft zu liefern. Die hierbei auftretenden
Schwierigkeiten sollen kurz skizziert werden.
Bei den u¨blichen Eichtheorien vom Yang-Mills-Higgs Typ kann jedes physikalische
Feld eindeutig als geometrisches Objekt in einem Faserbu¨ndel u¨ber der Raum-
Zeit identifiziert werden. So entspricht z.B. dem Eichpotential die Konnexion des
Faserbu¨ndels, der Eichfeldsta¨rke entspricht die Kru¨mmung und einem Materiefeld
entspricht ein Schnitt des entsprechenden Tensorbu¨ndels. Durch diese Entsprechung
sind alle drei Kategorien von geometrischen Objekten bzw. physikalischen Feldern
klar voneinander abgegrenzt. Im Falle der Allgemeinen Relativita¨tstheorie ist man
zuna¨chst versucht die Christoffel-Symbole in analoger Weise mit der Konnexion in
einem Gl(4,R)-Bu¨ndel zu identifizieren, da sich eine Koordinatentransformation
der Raum-Zeit wie eine Gl(4,R)-Umeichung ihres Tangentialbu¨ndels auswirkt.
Diese Identifizierung ha¨tte nun aber zur Folge, daß die Kru¨mmung der Konnexion
GL(4,R)-wertig ausfa¨llt, was imWiderspruch zum A¨quivalenzprinzip steht, welches
eine SO(1, 3)-wertige Kru¨mmung verlangt (d.h. die Kru¨mmung bewirkt eine Lorentz-
Transformation). Als Ausweg aus diesem Dilemma muß eine zweites geometrisches
Objekt der Konnexion zur Seite gestellt werden, na¨mlich das metrische Feld,
durch dessen kovariante Konstanz die Holonomiegruppe der Konnexion von der
urspru¨nglichen Eichgruppe Gl(4,R) zur Lorentzgruppe SO(1,3) reduziert wird.
Dadurch wird aber die Konnexion von der Metrik eindeutig bestimmt, sodaß die
Rolle des physikalischen Potentials nun von der Metrik anstelle der Konnexion
u¨bernommen wird. Hierdurch wird die Analogie zu den Eichtheorien vom Yang-
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Mills-Higgs Typ zersto¨rt und der Eichstatus der Allgemeinen Relativita¨tstheorie
wird wieder zu einem offenen Problem.
Auch zu diesem Problem bietet die vorliegende Arbeit einen Lo¨sungsvorschlag
an: es kann gezeigt werden, daß die Allgemeine Relativita¨tstheorie in der vorliegenden
Neuformulierung als eine SO(3)-Eichtheorie aufgefaßt werden kann. Dabei ist die
zugrundeliegende SO(3)-Dynamik in einem flachenRaum inkonsistent und beno¨tigt
zu ihrer Realisierung einen gekru¨mmten Raum. Die Kru¨mmung der Raum-Zeit
erscheint also hier nicht wie bei Einstein als physikalisches Postulat sondern als
eine mathematische Notwendigkeit.
1.3 Die Allgemeine Relativita¨tstheorie als SO(3)-
Eichtheorie
Die vorliegende Arbeit soll eine Antwort darstellen sowohl auf die Erfolge als
auch auf die Probleme der Allgemeinen Relativita¨tstheorie. Da die erwa¨hnten
Erfolge durchweg auf der (zumindest na¨herungsweisen) Gu¨ltigkeit der Einsteinschen
Gleichungen beruhen, mu¨ssen diese Bewegungsgleichungen auch in der modifizierten
Theorie ihre Gu¨ltigkeit behalten. Andererseits sollen aber auch die oben erla¨uterten
Schwachpunkte der Einsteinschen Theorie beru¨cksichtigt werden, was bedeutet,
daß die Einstein-Gleichungen eine neue Interpretation im Rahmen der modifizierten
Theorie erfahren mu¨ssen.
Die drei Grundpfeiler der modifizierten Gravitationstheorie sollen kurz dargestell
werden:
α ) Allgemeine Struktur der Theorie
Zuna¨chst sei darauf hingewiesen, daß die
”
Kinematik“ der Gravitation durch
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einen neuen Variablensatz beschrieben wird. Die MetrikG als Tensor zweiter Stufe
tritt ihre fundamentale Bedeutung an ihre
”
mikroskopischen“ Bestandteile (die
”
A¨therfelder“ B , p) ab. Die A¨therfelder sind Vektorfelder u¨ber der Raum-Zeit
und bilden eine bezu¨glich der Riemannschen Metrik G orthonormierte Tetrade
E , deren zeitartiges Mitglied p (
”
charakteristischer Vektor“) die 3-dimensionale
”
charakteristische Distribution“
∩
∆ definiert. Diese Distribution induziert ein Ebenenbu¨ndel
∩
τ 4 (”
charakteristisches Bu¨ndel“) u¨ber der Raum-Zeit, dessen 3-dimensionale, innere
Geometrie stets vom konstanten Kru¨mmungstyp ist und das zusammen mit dem
charakteristischen Vektorfeld p die 4-dimensionale Geometrie der Raum-Zeit aufbaut.
Dabei wirken die raumartigen A¨therfelder Bi (i = 1,2,3) als ”
Verschweißungsformen“
fu¨r die Einbettung des zu
∩
τ 4 isomorphen SO(3) Bu¨ndels τ 4 (”
repra¨sentatives
Bu¨ndel“) in das Tangentialbu¨ndel τ4 der Raum-Zeit.
Die Tetradenfelder Bi, p genu¨gen einem SO(3)-kovarianten System von Bewegungsgleichungen
erster Ordnung, das einerseits die Konstanz der Riemannschen MetrikG gewa¨hrleistet
und andrerseits den Riemannschen Kru¨mmungstensor R eindeutig festlegt. Die
Kru¨mmung der Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit ergibt sich hierbei als Integrabilita¨tsbedingung
fu¨r die SO(3)-A¨therdynamik.
Die weiteren Variablen M der Gravitation gehen in die ersten Ableitungen
der A¨therfelder ein und unterteilen sich in zwei Kategorien: die a¨ußeren ((ex)M)
und die inneren Variablen ((in)M). Der Riemannsche Kru¨mmungstensor R ist aus
den A¨therfeldern B, p, der SO(3)-Feldsta¨rke F und den inneren Variablen (in)M
aufgebaut, entha¨lt aber keine a¨ußeren Variablen (ex)M. Daher muß — um ein
abgeschlossenes System von Bewegungsgleichungen fu¨r die Gravitationsvariablen
zu erhalten — die A¨therdynamik nur um eine Bewegungsgleichung fu¨r das SO(3)-
Eichpotential A und fu¨r die inneren Variablen (in)M erga¨nzt werden. Hierbei stellt
die Bewegungsgleichung fu¨rA eineWahl der inneren Geometrie des charakteristischen
Bu¨ndels dar, wobei als einschra¨nkende Bedingung nur die SO(3)-Bianchi-Identita¨t
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fu¨r die Eichfeldsta¨rke F von A zu beru¨cksichtigen ist. Diese Vorgehen fu¨hrt zu
einem System von Differentialgleichungen erster Ordnung fu¨r das Eichpotential A.
Aber auch fu¨r die inneren Variablen (in)M erha¨lt man Bewegungsgleichungen erster
Ordnung; und zwar dadurch, daß man fu¨r diesen Zweck gerade die Einsteinschen
Gleichungen heranzieht, deren neue Bedeutung damit klargelegt ist. Der Einstein-
Tensor E entha¨lt na¨mlich die inneren Variablen (in)M ho¨chstens bis zur ersten
Differentiationsordnung, sodaß also letzten Endes fu¨r den gesamten Variablensatz
{B,p,A, (in)M} der Gravitation (außer (ex)M, siehe unten) durchweg Bewegungsgleichungen
erster Ordnung gelten. Dies scheint uns ein wichtiger Unterschied zur Einsteinschen
Theorie zu sein, die ja bekanntlich ein System von Bewegungsgleichungen zweiter
Ordnung fu¨r die Metrik G fordert.
In die gekoppelte Dynamik des A¨therfeldes und des SO(3)-Eichfeldes geht
der Energie/Impuls der Materie nicht direkt ein. Diese Felder bilden demnach
ein von der Materie teilweise abgekoppeltes Untersystem, dessen charakteristische
Variabilita¨t den
”
schnellen“ A¨nderungen der Materiedichte (auf planetarem, stellarem
oder sogar galaktischem Maßstab) nicht unbedingt folgen muß; fu¨r realistische
Lo¨sungen der Bewegungsgleichungen wird man im Newton’schen Sinne fu¨r das
A¨ther- und SO(3)-Untersystem eine typische Variabilita¨t in kosmischen Gro¨ßenordnungen
erwarten ( Hubble-
”
Konstante“, siehe Kapitel 2). Demgegenu¨ber stellen die
inneren Variablen (in)M die
”
schnellen“ Vera¨nderlichen der Theorie dar, die den
lokalen Schwankungen der Energie-Dichte der Materie unmittelbar folgen, da sie
u¨ber die Einstein-Gleichungen ja direkt an die Materie gekoppelt sind. Auch die
a¨ußeren Variablen (ex)M sind zu den schnellen Variablen zu rechnen. Diese Eigenschaft
u¨bertra¨gt sich sowohl auf die 3-Geometrie der charakteristischen Fla¨chen, die von
den a¨ußeren Variablen (ex)M zusammen mit dem langsamen SO(3)-Eichfeld A
aufgebaut wird, als auch auf den Energie-Impuls von (ex)M
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β ) Energie-Impuls der Gravitation
Nachdem an die Stelle des metrischen Feldes mehrere andere Variable getreten
sind, fallen auch die Schwierigkeiten bei der Definition der Energie-Impulsdichte
der Gravitations-Wechselwirkung mit Hilfe der Metrik weg. Es ist klar, daß eine
(oder mehrere) der Variablen als Tra¨ger der Gravitations-Energie in Frage kommen
ko¨nnen. Insbesondere bieten sich hier die a¨ußeren Variablen (ex)M an, die zwar
nicht unmittelbar in die 4-dimensionale Riemannsche Geometrie der Raum-Zeit
eingehen, deren Energie-Impulsinhalt (e)T aber auf der rechten Seite der Einstein-
Gleichungen trotzdem die Raum-Zeit-Struktur beeinflussen kann. In der Tat zeigt
eine Untersuchung der einfachsten Feldkonfiguration (
”
Grundzustand“ des leeren
Universums de Sitter-Raum), daß ein kanonischer Formalismus mit der zugeho¨rigen
Definition des Energie-Impuls-Tensors fu¨r das gekoppelte Yang-Mills-Higgs-System
aus A¨ther- und Eichfeldern mo¨glich ist. Obwohl hierbei die gesuchte Energie-
Impulsdichte formal durch die A¨ther- und Eichfelder ausgedru¨ckt werden kann,
zeigt eine genauere Betrachtung, daß der zugeho¨rige Tensor (e)T genau dann
verschwindet, wenn auch die a¨ußeren Variablen (ex)M verschwinden, wobei die
altbekannte Form der Einstein-Gleichungen zuru¨ckgewonnen wird. Dies kann als
eine Rechtfertigung dafu¨r angesehen werden, den Energie-Impulsinhalt (e)T den
a¨ußeren Variablen (ex)M zuzuschreiben, was auch durch die Mo¨glichkeit unterstu¨tzt
wird, (e)T vollsta¨ndig durch die a¨ußeren Variablen (ex)M auszudru¨cken. Dabei
besteht der a¨ußere Feldfreiheitsgrad der Gravitation in einem SO(3) Eichvektor
C = {Ciµ}, den die vorliegende Gravitationstheorie gegenu¨ber der konventionellen
Einsteinschen Version zusa¨tzlich aufweist. Dies bedeutet, daß der Einsteinschen
Gravitation als Spezialfall innerhalb der vorliegenden SO(3)-Eichtheorie kein Energie-
Impulsinhalt zukommt1
1Auf die zahllosen Versuche in der Literatur, fu¨r die Gravitation innerhalb des Rahmens der
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γ ) Das Vakuum
Entfernt man alle Materie und Strahlung aus dem Universum, so bleibt der leere
Raum zuru¨ck, der allerdings eine nicht-triviale Riemannsche Geometrie tragen
kann (
”
klassisches Vakuum“). Mit dieser Riemannschen Struktur kann nach den
oben gemachten Bemerkungen ein nicht-verschwindender Energie-Impuls verknu¨pft
sein ( 
”
Vakuum-Energie“). Abweichend von den urspru¨nglichen Einsteinschen
Vorstellungen nimmt man heute an, daß der Einfluß der Vakuum-Energie auf die
Raum-Zeit-Geometrie durch den sogenannten
”
kosmologischen Term“ beschrieben
wird [30]. Die Vakuumenergie selbst wird mit der Nullpunkts-Energie der verschiedenen
Quantenfelder identifiziert. Unter allen mo¨glichen Vakuum-Konfigurationen kann
man diejenigen mit der gro¨ßtmo¨glichen Symmetrie als den
”
Grundzustand“ des
leeren Universums betrachten ( de Sitter-Raum)
Mit einiger Befriedigung ko¨nnen wir zu dieser Problematik anmerken, daß
sich in unserer SO(3)-Eichtheorie genau dieser Grundzustand mit sehr wenigen
Annahmen ergibt. Die zugeho¨rige Vakuum-Energie entspricht gerade dem Energieinhalt
der a¨ußeren Variablen (ex)M in ihrer Vakuum-Konfiguration. Jedoch unterscheiden
sich die angeregten Vakuum-Zusta¨nde in der vorliegenden Theorie ganz entscheidend
von denjenigen der (um den kosmologischen Term erweiterten) Einsteinschen Theorie,
da in der letzteren der Vakuum-Tensor stets proportional zur MetrikG ist. (Proportionalita¨tsfaktor
=
”
Kosmologische Konstante“). Diese eingeschra¨nkte Gestalt des Vakuum-Tensors
ist aber aus der Sicht eines hierarchischen, kosmologischen Modells nicht haltbar,
da sich die verschiedenen Teilbereiche des Universums in jeweils unterschiedlichen
Entwicklungsphasen bezu¨glich der Expansion oder Kontraktion befinden ko¨nnten
und somit die
”
kosmologische Konstante“ nicht u¨berall im Universum denselben
Einsteinschen Theorie eine Energie-Impulsdichte zu definieren, wird hier nicht eingegangen.
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Wert annehmen kann. Andererseits ist eine raumzeitlich variable kosmologische
Konstante mit den Einsteinschen Gleichungen nicht vertra¨glich, sodaß aus unserer
Sicht das Vakuum-Problem im Rahmen der Einsteinschen Theorie nur eine unbefriedigende
Lo¨sung erfa¨hrt.
Fu¨r die SO(3)-Eichtheorie der Gravitation wird zuna¨chst einmal der Grundzustand
des leeren Universums eingehend untersucht. Zur Disposition stehen hier zwei
Kanditaten mit unterschiedlich hoher Symmetrie, die aber beide dem
”
perfekten
kosmologischen Prinzip“ genu¨gen: (i) der de Sitter-Raum als eine 4-dimensionale
Pseudospha¨re S4(1) im 5-dimensionalen flachen Raum ( Unabha¨ngige Symmetrie-
Rotationen 1
2
· 5 · 4 = 10) und (ii) die pullback-Geometrie einer 3-Kugel S3(−1) im
4-dimensionalen flachen Raum ( Symmetrie-Operationen 1
2
·4·3 = 6). Obwohl der
S3(−1)-Kanditat eine sehr enge geometrische Verwandtschaft zum flachen Minkowski-
Raum aufweist (er entsteht aus diesem durch Foliation), geben wir doch dem S4(1)-
Kanditaten den Vorzug, weil der zugeho¨rige Vakuum-Tensor aufgrund der hohen
Symmetrie proportional zur Metrik G wird und somit wie ein
”
kosmologischer“
Term wirkt. Innerhalb dieser Konfiguration gibt es aber immer noch zwei Mo¨glichkeiten,
na¨mlich die Expansion und die Kontraktion des Universums. Durch eine Stabilita¨tsanalyse
kann gezeigt werden, daß nur die Expansion stabil ist, wa¨hrend die kontraktive
Phase nach einigen Planck-Zeiten notwendigerweise in einer Singularita¨t endigen
muß. Dieses Resultat kann auch als eine Erkla¨rung fu¨r die Fixierung der (kosmischen)
Zeitrichtung und fu¨r die heute zu beobachtende Expansion des Universums betrachtet
werden.
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Kapitel 2
Die Reduktion des
GL(4,R)-Bu¨ndels
Einsteins urspru¨ngliche Version seiner
”
Allgemeinen Relativita¨tstheorie“ basiert
auf einer Verallgemeinerung des Relativita¨tsprinzips der
”
Speziellen Relativita¨tstheorie“.
Dort wird das physikalische Raum-Zeit Kontinuum als eine 4-Mannigfaltigkeit
M4 beschrieben, deren triviales Tangentialbu¨ndel
◦
τ 4 mit der Minkowski Metrik g
und der kanonischen flachen Konnexion
◦
Γ ausgestattet ist. Diese besondere Form
der Raum-Zeit Geometrie erlaubt die Einfu¨hrung eines speziellen Bezugssystem
E welches geometrisch gesehen bezu¨glich
◦
Γ einen globalen kovariant konstanten,
orthonormalen Schnitt des zu
◦
τ 4 assozierten Prinzipalbu¨ndels
◦
λ4, darstellt. Dieses
Bezugssystem gewa¨hrleistet nun die Existenz einer speziellen Klasse von Koordinatensystemen
(Inertialsysteme) vonM4, deren Basisvektoren (∂µ ) gerade mit den Tetradenvektoren
(Eµ ) von E u¨bereinstimmen:
Eµ ≡ ∂µ = Eαµ ∂α (2.1.a)
gαβ EαµEβν = gµν . (2.1.b)
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Die Bedeutung dieser Raum-Zeit Geometrie fu¨r die Physik in M4 wird durch
das Relativita¨tsprinzip beschrieben, welches besagt, daß die physikalischen Gesetze
(Bewegungsgleichungen, Erhaltungsgesetze usw.) forminvariant bezu¨glich einer (zula¨ssigen)
A¨nderung E→E ′ des globalen Bezugssystem sein mu¨ssen:
E
′
µ = Eν Λ
ν
µ . (II.2)
Hierbei ist Λ ein Element der (eigentlichen) Lorentzgruppe SO(1,3), welche aus
diesem Grund die fundamentale Symmetriegruppe der speziellen Relativita¨tstheorie
ist.
Trotz des großen Erfolges dieser Theorie, beispielsweise in der Beschreibung
der elektromagnetischen Pha¨nomene, war Einstein nie ganz zufrieden, da er keine
Mo¨glichkeit sah, wie die Gravitationswechselwirkung in konsistenter Weise in die
spezielle Relativita¨tstheorie einzufu¨gen wa¨re. Aus diesem Grund schien es ihm
unvermeidbar zu sein, die Theorie durch eine Verallgemeinerung der Symmetriegruppe
SO(1,3) abzua¨ndern. Da alle wichtigen physikalischen Objekte (z.B. 4-Impuls, 4-
Kraft, Energie-Impulsdichte usw.) im Tangentialbu¨ndel τ4 der Raum-Zeit (oder
dessen assozierten Bu¨ndeln) liegen, wo GL+(4,R) als die korrespondierende Strukturgruppe
wirkt, ist es naheliegend diese Gruppe als die externe Symmetriegruppe fu¨r eine
allgemeinere Theorie zu benu¨tzen, welche die Gravitation mitberu¨cksichtigt. Sobald
man fu¨r die physikalischen Gesetze die neue Symmetriegruppe gewa¨hlt hat, ist die
Bestimmung der zugrundeliegenden geometrischen Struktur nahezu eindeutig: Die
Bedingung (II.2) fu¨r a¨quivalente Bezugssysteme wird dahingehend abgeschwa¨cht,
daß das Element Λ nun aus der neuen Strukturgruppe GL+(4,R) stammt, was
zum verallgemeinerten Relativita¨tsprinzip fu¨hrt. Man sieht ferner, daß solch eine
Vergro¨ßerung der Symmetriegruppe die Verwendung der oben ausgezeichneten
Bezugssysteme verbietet und die Metrik g (2.1.b) durch ein allgemeineres Objekt
G(x) ersetzt werden muß, welches einen globalen Schnitt des Quotientenbu¨ndels
(Strukturgruppe GL+(4,R)/SO(1,3)) von R1-wertigen bilinearen, symmetrischen
18
Abbildungen des Tangentialraumes der Raum-Zeit Mannigfaltigkeit darstellt:
Gµν = gαβ EαµEβν . (II.3)
Die Tetradenkonstituenten E α ko¨nnen als ein (nicht notwendigerweise globaler)
Schnitt des Tangentialbu¨ndels τ4 der Raum-Zeit betrachtet werden. Der Schnitt
G (II.3) muß natu¨rlich von einer Pseudo-Riemannschen Struktur herru¨hren, das
bedeutet daß G global durch einen geeigneten Wechsel des Bezugssystems E in
die Minkowski Metrik g transformiert werden kann, so daß die Relation (2.1.b),
aber nicht (2.1.a), gu¨ltig bleibt. Dies ist ein etwas heikler Punkt, da nicht jede 4-
Mannigfaltigkeit solch eine Pseudo-Riemannsche Struktur zula¨sst. Eine notwendige
und hinreichende Bedingung hierfu¨r ist, daß die Strukturgruppe GL+(4,R) des
Tangentialbu¨ndels auf ihre Untergruppe SO(1,3) reduzierbar ist. Mit anderenWorten,
das Tangentialbu¨ndel τ4 muß die Errichtung eines Bu¨ndelatlases erlauben, dessen
U¨bergangsfunktionen ausschließlich SO(1,3)-wertig sind. 1 Diese geometrische Forderung,
welche der Raum-Zeit Struktur auferlegt werden muß, ermo¨glicht physikalisch
gesehen gerade das A¨quivalenzprinzip (siehe weiter unten).
Nachdem die Raum-Zeit Mannigfaltigkeit mit der Metrik G ausgestattet ist,
taucht die Frage nach einer GL(4,R)-Konnexion Γ auf, welche die Verallgemeinerung
der kanonisch flachen Konnexion
◦
Γ darstellt und mit der man die physikalischen
(und geometrischen) Objekte differenzieren kann. Es liegt nun kein Grund vor,
warum die Metrik G kovariant konstant bezu¨glich dem gewa¨hlten Γ sein sollte,
vielmehr wird man folgende Relation ansetzen:
∇λGµν = −2Qµνλ , (II.4)
wobeiQ den bis jetzt noch nicht na¨her spezifizierten Nicht-Metrizita¨tstensor bezeichnet.
1Es entstehen keine Probleme, wenn man eine Riemannsche Struktur einfu¨hren will, da
GL+(4,R) immer auf ihre maximale kompakte Untergruppe SO(4) reduzierbar ist.
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Lo¨sen wir diese Gleichung nach der Konnexion Γ auf, so ergibt sich
Γσνλ = Γ˜
σ
νλ +K
σ
νλ +Q
σ
νλ , (II.5)
wobei die Kontorsion K ihre Werte in der Lie-Algebra SO(1, 3) der Lorentzgruppe
SO(1,3) annimmt
Kσνλ = Z
σ
νλ − Zνσλ + Zλνσ +Qλσν −Qλνσ (II.6)
und die Torsion Z von Γ wie gewo¨hnlich definiert ist als
Zσνλ = Γ
σ
[νλ] . (II.7)
Die Kontorsion und die Nicht-Metrizita¨t fu¨hren somit zu einer schief-symmetrischen
Korrektur der Levi-Civita Konnexion Γ˜ von G
Γ˜σνλ =
1
2
Gσµ (∂λGµν + ∂νGµλ − ∂µGνλ) . (II.8)
Auf diese Weise kommt man zu einer allgemeinen geometrischen Struktur der
Raum-Zeit Mannigfaltigkeit; und es war nun Einsteins geniale Vermutung, daß
diese Verallgemeinerungs-Prozedur gerade um einen Schritt zu weit getrieben wurde.
Die gesuchte einschra¨nkende Bedingung fu¨r die allgemeine Raum-Zeit Geometrie
erha¨lt man durch ein physikalisches Argument, na¨mlich das A¨quivalenzprinzip.
Laut diesem Prinzip forderte Einstein, daß die Gravitation eine fiktive Kraft ist,
welche nur aufgrund eines ungeeigneten Bezugssytems entsteht. Das bedeutet, daß
man die Gravitationskraft lokal immer zum Verschwinden bringen kann, vorausgesetzt
es wird ein lokales Inertialsystem zugrunde gelegt, in welchem die physikalischen
Gesetze ihre speziell-relativistische Form annehmen, wobei dann das spezielle Relativita¨tsprinzip
lokal gilt. Aus diesem Grund kann man nun die Menge aller lokalen Inertialsysteme
benu¨tzen, um ein bis auf eine Lorentztransformation eindeutiges Bezugssystem
Eˆ zu konstruieren, welches (2.1.b), aber nicht unbedingt (2.1.a), genu¨gt. Man
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beachte, daß diese physikalische Forderung mit der geometrischen Bedingung fu¨r
die Existenz einer Pseudo-Riemannschen Struktur u¨ber der Raum-Zeit Mannigfaltigkeit
vertra¨glich ist (vgl. die Diskussion nach Gleichung (II.3)).
Die Philosophie des A¨quivalenzprinzips muß nun in eine mathematische Bedingung
fu¨r die allgemeine Konnexion Γ (II.5) gebracht werden. Dazu beachte man, daß die
physikalischen Gro¨ßen bezu¨glich des oben erwa¨hnten Lorentz’schen Bezugssystems
Eˆ als SO(1,3) Eichobjekte erscheinen, welche mit Γ parallel transportiert werden
ko¨nnen und zwar auf eine Weise, welche die lokalen Lorentzinvarianten (z.B. Ruhemasse
der Teilchen, Spin usw.) unbeeinflußt la¨ßt und sie deshalb in der gesamten Raum-
Zeit als globale Invarianten darstellt. Daraus la¨ßt sich folgern, daß die Endposition
eines solchen Objektes, wenn man es entlang einer geschlossenen Kurve parallel
transportiert, im Lorentz-Orbit, welcher durch die Startposition geht, enthalten
sein muß. Diese Forderung bedeutet, daß die Kru¨mmungs-2-Form R von Γ
Rσνλµ = ∂λΓ
σ
νµ − ∂µΓσνλ + ΓσρλΓρνµ − ΓσρµΓρνλ (II.9)
bezu¨glich eines holonomen Bezugssystems ihre Werte in der Lie-Algebra SO(1, 3)
der Lorentzgruppe annimmt. Das heißt, daß die Konnexion Γ die Lorentzgruppe
als Holonomie-Gruppe besitzt. Aus diesem Grund wird nach dem Theorem von
Ambrose-Singer [15] die Gruppe SO(1,3) zur Strukturgruppe des Holonomie-Unterbu¨ndels
des Tangentialbu¨ndels τ4 der Raum-Zeit. Die notwendige und hinreichende Bedingung
dafu¨r, daß die Lorentzgruppe die Holonomie-Gruppe der Konnexion Γ ist, besteht
im Verschwinden der Nicht-Metrizita¨t Q (II.4)
Qµνλ ≡ 0 . (II.10)
Dies kann man leicht durch Betrachtung des symmetrischen Teils der GL(4,R)-
wertigen Kru¨mmungs 2-Form R von Γ einsehen:
R(µν)σλ = −2ZρσλQµνρ + (∇σQµνλ −∇λQµνσ) . (II.11)
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Das A¨quivalenzprinzip hat uns somit zu einermetrischen Theorie der Gravitation
gefu¨hrt, welche jedoch nicht notwendigerweise zu einer Riemannschen Raum-Zeit
fu¨hrt, wie Einstein urspru¨nglich vermutete. Der Grund liegt darin, daß wir eine
nicht verschwindende Torsion Z in der Theorie haben. An diesem Punkt gibt es
nun zwei verschiedene Mo¨glichkeiten der weiteren Vorgehensweise:
i) Die Verfechter der Torsionstheorien [13, 14] argumentieren, daß die Torsion
Z von Γ in der Theorie bleiben muß, damit der Spineinfluß der Materie
auf die Raum-Zeit, a¨hnlich wie derjenige der Masse, beru¨cksichtigt werden
kann. Das bedeutet, daß die physikalische Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit eine
Riemann-Cartan Struktur besitzt. Ein starkes Argument zugunsten dieses
Gesichtpunktes ist die Tatsache, daß die Einstein-Gleichungen fu¨r eine Riemannsche
Raum-Zeit inkonsistent werden, wenn sie auf Materie mit Spin angewendet
werden. [13, 14]
ii) Andererseits kann man auf Einsteins urspru¨nglicher Version des A¨quivalenzprinzips
bestehen, welches besagt, daß die Raum-Zeit lokal wie ein Minkowski Raum
{ ◦Γ, g} aussehen soll. Diese Forderung fu¨hrt jedoch dazu, daß man die Torsion
identisch Null setzen muß wie man leicht aufgrund folgender Argumentation
sieht: Fu¨hren wir die MetrikG durch ein geeignetes holonomes Bezugssystem
{∂µ } lokal in die Standardform des Minkowski Tensors g= diag (1,−1,−1,−1)
u¨ber, dann verschwindet in einer Torsionstheorie die Riemann-Cartan Konnexion
Γ im allgemeinen nicht! Deshalb wird die flache kanonische Konnexion
◦
Γ
eines Minkowski Raumes nicht einmal lokal durch Γ angena¨hert. Versucht
man umgekehrt die Riemann-Cartan Konnexion Γ durch U¨bergang zu einem
anderen holonomen Bezugssystem Eˆ
Eˆα = Eˆµα ∂µ (II.12)
zum Verschwinden zu bringen, was aufgrund des inhomogenen Transformationsgesetzes
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fu¨r die Konnexion immer mo¨glich ist:
ωβαν = Fˆβµ ∂ν Eˆµα + Fˆβλ Γλµν Eˆµα (II.13)
Fˆβµ Eˆµα = gβα ,
so nimmt die Metrik G im allgemeinen nicht die Form an, welche man von
einer flachen Minkowski Metrik g erwartet!
Obwohl die Torsionstheorien bis heute eingehend untersucht wurden und anscheinend
frei von Inkonsistenzen sind, werden wir jedoch die zweite, oben aufgefu¨hrte Mo¨glichkeit
untersuchen. Es scheint, als ob das A¨quivalenzprinzip nur in einer torsionsfreien
Theorie in seinem urspru¨nglichen Sinn realisiert werden kann. Da aber davon
ausgegangen wird, daß der Spin der Materie fu¨r das Vorhandensein von Torsion
verantwortlich ist, mu¨ssen wir einen Mechanismus finden, welcher den Einfluß
desselben auf die Raum-Zeit Geometrie verhindert (Spinkompensation). Ein solches
Kompensationsprinzip ergibt sich zwanglos, wenn man die reduzierte Strukturgruppe
SO(1,3) vollends zur gewo¨hnlichen Rotationsgruppe SO(3) reduziert. Diese Reduktionsprozedur
kann man als Hinweis auf eine spontane Symmetriebrechung des Raum-Zeit-Kontinuums
verstehen. Einige Autoren hat die vorausgehende Symmetriebrechung Gl(4,R)
→ SO(1,3) dazu veranlasst das Gravitationsfeld G(x) als Higgs-Goldstone Feld
aufzufassen [21]. Allerdings ist die reduzierte Strukturgruppe SO(1,3) nicht kompakt.
Aus diesem Grund ist eine weitere Reduktion des reduzierten Prinzipalbu¨ndels λˆ4
immer mo¨glich [25] und zwar so, daß die Strukturgruppe dieses kleinsten Bu¨ndels
λ4 gerade identisch der maximalen kompakten Untergruppe SO(3) der Lorentzgruppe
ist. Somit zeigt sich, daß die gewo¨hnliche Rotationsgruppe in drei Dimensionen die
kleinstmo¨gliche Strukturgruppe fu¨r die Allgemeine Relativita¨tstheorie ist. Fu¨r τ4
existiert deshalb ein Bu¨ndelatlas dessen U¨bergangsfunktionen SO(3)-wertig sind.
Die Holonomie-Gruppe der Konnexion Γ bleibt jedoch die Lorentzgruppe SO(1,3)
wie es das A¨quivalenzprinzip vorschreibt.
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Wir fassen nun die Reduktion zu SO(3) nicht nur als einen mathematischen
Kunstgriff auf, sondern wir nehmen an, daß die physikalische Raum-
Zeit tatsa¨chlich einer spontanen Symmetriebrechung unterworfen ist,
(unabha¨ngig von der Anwesenheit von Materie).
Dies bedeutet, daß wir als dynamische Variable einen globalen Schnitt p des
Quotientenbu¨ndels (Strukturgruppe SO(1,3)/SO(3)) verwenden werden, welcher
zusammen mit der τ4 Fasermetrik G die Symmetriebrechung zu SO(3) induziert
und dabei einer Bewegungsgleichung genu¨gt, welche die lokale Foliation der Raum-
Zeit auf dynamische Weise beschreibt. Die Fasermetrik G aus τ4, deren Existenz
wir hier voraussetzen (siehe unten), stellt sicher, daß der zeitartige Schnitt p
(charakteristisches Vektorfeld) aus τ4 auf Eins normiert werden kann:
Gµν p
µpν ≡ pµpµ = +1 . (II.14)
Das charakteristische Vektorfeld p definiert also eine bestimmte 3-Distribution in
der Raum-Zeit: die sogenannte charakteristische Distribution
∩
∆. p und
∩
∆ definieren
nun eine lokale Zerlegung der Raum-Zeit in einen 3-Raum und eine Zeitrichtung,
wobei diese (1+3)-Zerlegung aufgrund der Bewegungsgleichung fu¨r den charakteristischen
Vektor p als eine dynamische Gro¨ße betrachtet werden muß. Um die weiteren
dynamischen Variablen zu definieren beachten wir, daß sich die charakteristische
Distribution
∩
∆ durch drei orthonormale Schnitte Bi (i,j,k = 1. . . 3) von τ4 aufspannen
la¨ßt:
Biµ Bjµ = gij (II.15.a)
Biµpµ = 0 , (II.15.b)
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so daß ihr Quadrat B2 senkrecht zu p projiziert
Biµ Biν = Bµν (II.16.a)
Bµν Bνλ = Bµλ (II.16.b)
Bµν pν = 0 . (II.16.c)
Hierbei ko¨nnen wir nun umgekehrt wir die Riemannsche MetrikG folgendermaßen
aus den SO(3) Objekten p,Biaufbauen, die wir dann als die eigentlichen dynamischen
Variablen der Gravitation ansehen wollen:
Gµν = Bµν + pµpν . (II.17)
Nach dieser Philosophie verliert also die MetrikG in der neuen Gravitationstheorie
ihre fundamentale Bedeutung und erscheint nur noch als ein sekunda¨res makroskopisches
Objekt, welches sich aus den eigentlichen fundamentalen Gro¨ßenBiund p zusammensetzt,
die wir im folgenden als A¨therfelder bezeichnen wollen. Die dynamischen Gleichungen
fu¨r das GravitationsfeldG beziehen sich deshalb auf dessen mikroskopische Konstituenten
Biund p, wobei die Gleichungen (II.14) bis (II.16.c) Zwangsbedingungen darstellen,
welche mit den Bewegungsgleichungen vertra¨glich sein mu¨ssen. Eine weitere Einschra¨nkung
ist die Metrizita¨tsbedingung
∇λGµν ≡ 0 , (II.18)
welche allein jedoch nicht ausreicht um die rein Riemannsche Natur der Raum-Zeit
zu garantieren, wie man aus den obigen Argumenten erkennen kann. Aus diesem
Grund muß die mikroskopische Dynamik so aufgebaut sein, daß der Spinkompensationseffekt
auftritt. Ein einfaches Beispiel dafu¨r werden wir in Kapitel V kennenlernen.
Abgesehen von dieser letzteren Bedingung kann die allgemeine Form der mikroskopischen
Gleichungen leicht angegeben werden. Dazu definieren wir fu¨r das raumartige
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A¨therfeld Bi eine (eich- und koordinaten-) kovariante Ableitung D durch
DµBiν = ∇µBiν + ǫijkAjµBkν (II.19)
= DµBiν − ΓλνµBiλ ,
wobei∇(D) die koordinaten- (eich-) kovariante Ableitung bezeichnet. Die dynamischen
Gleichungen fu¨r die A¨therfelder haben nun die folgende Form:
DµBiν = Hiνµ (B,p,M) (II.20.a)
∇µ pν = Hνµ (B,p,M) . (II.20.b)
Die ObjekteHiundH auf der rechten Seite mu¨ssen als Funktionen der A¨therfelder
und zusa¨tzlicher Feldvariablen M betrachtet werden, welche mit den A¨therfeldern
u¨ber eine Gleichung erster Ordnung gekoppelt sind
DµM =Mµ (B,p,M) , (II.21)
die selbst wiederum aus den Einsteinschen Gleichungen abzuleiten ist. Dadurch
behalten die Einsteinschen Gleichungen nach wie vor ihre Gu¨ltigkeit (siehe unten).
Den Gleichungen (II.20.a), (II.20.b) und (II.21) mu¨ssen wir nun noch einen Ansatz
fu¨r die SO(3) Feldsta¨rke Fi hinzufu¨gen
Fiµν = Fiµν (B,p,M) , (II.22)
der konsistent ist mit der Bianchi Identita¨t
DλFiµν +DµFiνλ +DνFiλµ = 0 . (II.23)
Die Gleichungen (II.20.a) bis (II.22) stellen nun ein geschlossenes System erster
Ordnung dar, welches die mikroskopische Dynamik von gravitierender Materie
bestimmt. Im Falle der Abwesenheit von Materie liegt ein Universum vor, dessen
Gravitation nur auf sich selbst wirkt. Diesen Fall werden wir in Kapitel IV anhand
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eines Beispiels untersuchen. Die ObjekteHiundHmu¨ssen nun so gewa¨hlt werden,
daß die Bedingungen (II.14) bis (II.16.c) und (II.18) fu¨r die A¨therfelder durch
die mikroskopische Dynamik (II.20.a) und (II.20.b) erfu¨llt werden, wobei sich
zusa¨tzlich eine verschwindende Torsion (Z = 0) ergeben muß. Dies bedeutet aber
keineswegs, daß das Pha¨nomen der Torsion in unserer Theorie u¨berhaupt keine
Rolle spielen wird. Ganz im Gegenteil: Wir werden zeigen, daß die in (II.19)
auftretende SO(3)-KonnexionA zu einer Torsion fu¨hrt, die in engem Zusammenhang
mit den Spindichten der A¨therfelder B, p steht. Allerdings handelt es sich hierbei
um eine 3-dimensionale Oberfla¨chentorsion, die den streng Riemannschen Charakter
der 4-dimensionalen Raum-Zeit unberu¨hrt la¨ßt.
Durch eine einfache Rechnung erhalten wir aus der oben erwa¨hnten Forderung
folgende drei Bedingungen
Hµν p
µ = 0 (II.24.a)
Hiµλ pµ + BiµHµλ = 0 (II.24.b)
Hiνλ Bjν +Hjνλ Biν = 0 . (II.24.c)
Aus den ersten zwei Bedingungen (II.24.a) und (II.24.b) erkennt man, daß H
vollsta¨ndig durch Hi und die A¨therfelder bestimmt wird:
Hνλ = −Biν Hiµλ pµ . (II.25)
Der Tensor H = {Hνλ}, den wir im folgenden als Hubble-Tensor bezeichnen
werden, bestimmt die a¨ußere Geometrie der charakteristischen Distribution
∩
∆. Im
Falle eines symmetrischen Tensors (Hµν = Hνµ) ist der charakteristische Vektor
ein Gradient (pµ = ∂µθ) eines skalaren Feldes θ, welches man als ”
Universalzeit“
betrachten kann. Die charakteristische Distribution
∩
∆wird in diesem Fall integrabel
und die Integralfla¨chen ko¨nnen als der
”
absolute Raum“ angesehen werden. Dabei
erhalten die charakteristischen Linien (= Integrallinien des charakteristischen Vektorfeldes
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p) die Bedeutung von Weltlinien der Punkte des absoluten Raumes. Verfolgen wir
ein 3-Volumenelement des absoluten Raumes, das stets aus denselben absoluten
Punkten besteht, entlang der charakteristischen Stro¨mung, so erhalten wir aus
Gl. (II.20.b) fu¨r seine relative Volumendehnung pro Zeiteinheit (θ) die Hubble-
”
Konstante“ H zu
H :=
1
3
Hµµ , (II.26)
die im allgemeinen aber nicht konstant sein wird. Sie stellt ein erstes, einfaches
Beispiel dar, wie die Geometrie der Raum-Zeit aus den Bewegungsgleichungen
(II.20.a) - (II.22) zu konstruieren ist. Insbesonders kann aus diesem Gleichungssystem
der Riemannsche Kru¨mmungstensor R eindeutig konstruiert werden. Dabei zeigt
sich, daß R nur von der inneren Kru¨mmung (F¯) der charakteristischen Fla¨chen
(θ = konst.) und dem Hubble-Tensor H abha¨ngt.
Hier ist nun die Tatsache wichtig, daß H durch eine Projektion la¨ngs der
charakteristischen Richtung p aus dem Objekt H gewonnen wird (vgl. (II.25)).
Dies hat zur Folge, daß im allgemeinen ein Teil der Feldfreiheitsgrade M von
H herausprojiziert wird; diese nennen wir die a¨ußeren Feldvariablen (ex)M, da
sie offensichtlich nicht direkt in die innere Geometrie der Raum-Zeit eingehen.
Dadurch wird aber der Riemannsche Kru¨mmungstensor R nur noch eine Funktion
der A¨therfelder B , p und der inneren Feldvariablen (in)M: R = R(B ,p,(in)M).
Dieser funktionale Zusammenhang u¨bertra¨gt sich natu¨rlich auch auf den Einstein-
Tensor E: E = E(B,p,(in)M). Damit entsteht nun die Frage, welche Bedeutung die
a¨ußeren Feldvariablen (ex)M fu¨r die vorliegende Theorie haben.
Die Antwort auf diese Frage ergibt sich aus der Untersuchung der geometrischen
Struktur des Vakuums. Wenn man sich na¨mlich auf den Standpunkt stellt, daß
nach Entfernung aller Materie aus dem Universum das sogenannte
”
Quantenvakuum“
( = Nullpunkt-Fluktuationen aller Quantenfelder) als nicht zu unterdru¨ckender
Rest zuru¨ckbleibt, so wird man auch zugestehen mu¨ssen, daß dessen Energie-
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Impuls-Inhalt (0)T die geometrische Struktur des leeren Universums gema¨ß den
Einsteinschen Gleichungen beeinflussen sollte:2
Eµν = 8π L
2
P
(0)Tµν . (II.27)
Mißt man also dem Quantenvakuum einen nicht-verschwindenden Energie-Impuls-
Inhalt (0)T bei, so kann die Vakuum-Struktur nicht mehr in der flachen Minkowski-
Geometrie bestehen! Andererseits sollte man erwarten, daß das Quantenvakuum
die Raum-Zeit auf eine etwas andere Art und Weise kru¨mmt als dies die normale
Materie bewirkt. Man wu¨rde dem Quantenvakuum aufgrund seiner Unvermeidbarkeit
gerne eine Zwischenstellung zwischen einer rein geometrischen Gro¨ße (wie z.B.
der Metrik G) und einer reinen Materievariable (wie z.B. der Massedichte M
oder dem Druck P) zuschreiben. Gerade fu¨r einen solchen Zweck bieten sich aber
nun die a¨ußeren Feldvariablen (ex)M unserer Theorie an! Denn einerseits handelt
es sich hierbei um geometrische Gro¨ßen, welche die kovariante Ableitung des
Vierbein-Feldes B, p bestimmen (vgl. (II.20.a), (II.20.b)), andererseits gehen sie
aber definitionsgema¨ß nicht in die Riemannsche Geometrie der Raum-Zeit ein.
Daher liegt es nahe, diese zusa¨tzlichen Freiheitsgrade (ex)M als Variable mit nicht-
verschwindendem Vakuum-Erwartungswert (
”
Vakuumvariable“) zu betrachten, welche
die geometrische Struktur des Vakuums beschreiben ko¨nnen. Bezeichnet man also
mit (e)T den Energie-Impuls-Inhalt der a¨ußeren Variablen (ex)M, so sollte diese
Gro¨ße ebenso wie (m)T fu¨r normale Materie das Raumzeit-Kontinuum nach der
Einsteinschen Vorstellung kru¨mmen:
Eµν = 8π L
2
P
(
(e)Tµν +
(m)Tµν
)
(II.28)[
(e)Tµν =
(e)Tµν
(
B,p, (ex)M
) ]
.
2Die Felder werden in geometrischen Einheiten gemessen [22], so daß ihr physikalischer
Energie-Impulstensor T˜ die Dimension (La¨nge)
−4
annimmt und dann mit T bezeichnet wird.
(T= (~c)−1T˜). Aus diesem Grund enthalten die Einsteinschen Feldgleichungen das Quadrat der
Planck La¨nge Lp = (~kc
−3)
1
2 anstelle der Newtonschen Gravitationskonstanten k.
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Selbst wenn man alle normale Materie aus dem Universum entfernt ((m)T→ 0), so
bleibt dennoch ein essentiell dynamisches Gebilde zuru¨ck ((e)T 6= 0), das wir das
”
klassische Vakuum“ nennen. Falls man (ex)M noch zu den geometrischen Variablen
rechnen will, ko¨nnte man dem Tensor (e)T die Bedeutung eines Energie-Impuls-
Inhaltes der Gravitationskraft zuerkennen. Auf eine a¨hnliche Weise kann man
die Spindichte Σ des Gravitationsfeldes definieren. Eine wichtige Konsequenz der
modifizierten Einstein-Gleichungen (II.28) ist die Tatsache, daß der Materietensor
(m)T nicht notwendigerweise divergenzfrei sein muß. Eine eventuell auftretende
Matthisson-Kraft der Materie (m)t (:= ∇ · (m)T 6= 0) kann nun durch eine Verzerrung
des Vakuums (
”
Vakuum-Polarisation“) wieder kompensiert werden! Vermutlich
wird aber die
”
Vakuumpolarisation“ nur in exotischen Situationen bedeutsam werden
(z.B. in der Kosmologie, bei schwarzen Lo¨chern, Gravitation der Elementarteilchen),
sodaß die klassischen Tests der Allgemeinen Relativita¨tstheorie durch die vorliegende
Modifikation der Einsteinschen Theorie nicht beru¨hrt werden. Im u¨brigen ko¨nnen
die gewo¨hnlichen Einsteinschen Gleichungen aus den unsrigen (II.28), zuru¨ckgewonnen
werden, indem man die a¨ußeren Variablen verschwinden la¨ßt ((ex)M→ 0), wobei
auch der SpinΣ und der Energie-Impuls (e)T der Gravitation wieder verschwinden.
Die Untersuchung der Eigenschaften eines solchen nicht-trivialen Vakuums
bildet den Gegenstand der nachfolgenden Ausfu¨hrungen ((m)T = 0). Angesichts des
zur Verfu¨gung stehenden zeitlichen Rahmens konnten die Effekte der Vakuumpolarisation
nicht mehr untersucht werden. Einige interessante Pha¨nomene sind von dem Umstand
zu erwarten, daß die Gravitation u¨ber die mikroskopische Kraftdichte (e)t = −(m)t
Energie und Impuls auf die Materie u¨bertragen kann, was in der konventionellen
Einsteinschen Theorie nicht mo¨glich ist, da dort wegen des verschwindenden Energie-
Impulses der Gravitation ((e)T ≡ 0) auch die auf die Materie ausgeu¨bte Kraftdichte
(m)t identisch verschwinden muß!
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Kapitel III
Die Geometrie der (1+3)
Zerlegung
Wie wir gesehen haben, ist die im letzten Abschnitt beschriebene Aufspaltung
der Raum-Zeit in eine Zeitrichtung und eine 3-Untergeometrie das eigentliche
dynamische Objekt. Da die 3-Untergeometrie auf diese Weise durch die 4-Geometrie
der Raum-Zeit induziert wird, ko¨nnen wir natu¨rlich umgekehrt die 4-Geometrie aus
der (1+3) Aufspaltung der Raum-Zeit und der entsprechenden 3-Untergeometrie
aufbauen.
Wir werden dies in vier Schritten erreichen. Zuerst wird die 3-dimensionale
Oberfla¨chenkonnexion hergeleitet, welche durch die 4-dimensionale Riemannsche
Geometrie induziert wird. Sodann werden wir die korrespondierende 3-Kru¨mmung
mit Hilfe eines Bu¨ndelisomorphismus untersuchen, wobei ein zusa¨tzlicher Freiheitsgrad
auftaucht, der auch in den mikroskopischen Feldgleichungen vorhanden ist und
einer Oberfla¨chentorsion entspricht. Ferner werden wir die Euklidische Foliation
na¨her untersuchen, welche einer speziellen Raum-Zeit Aufspaltung entspricht.
Der na¨chste Schritt besteht in einer ausfu¨hrlichen Diskussion der Rolle, welche
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die Torsion in der vorliegenden Theorie spielt. Obwohl die vierdimensionale Raum-
Zeit einen streng Riemannschen Charakter besitzt, ist die Torsion der dreidimensionalen
Untergeometrie eine wichtige Gro¨ße und steht in enger Beziehung zur Spindichte
der A¨therfelder. Schließlich zeigen wir, daß die mikroskopische Dynamik (II.20.a)
- (II.21) nicht nur die Geometrie der Raum-Zeit eindeutig festlegt, sondern auch
gegenu¨ber der konventionellen Einsteinschen Theorie noch einen zusa¨tzlichen Feldfreiheitsgrad
((ex)M) aufweist, der dem Gravitationsfeld als der geometrischen Manifestation des
Quantenvakuums eine nicht-triviale Spin- und Energie-Impuls-Dichte verleiht.
III.1 Die charakteristische Konnexion
Die Riemannsche Konnexion Γ des Tangentialbu¨ndels τ4 der Raum-Zeit induziert
eine Konnexion
∩
Γ im reduzierten Unterbu¨ndel
∩
τ 4, die sog. charakteristische Konnexion,
durch natu¨rliche Projektion (
∩
P) auf die charakteristische Distribution
∩
∆. Aufgrund
der verschwindenden Torsion von Γmuß die Einschra¨nkung der Oberfla¨chentorsion
∩
Z (charakteristische Torsion) auf
∩
∆ ebenso verschwinden [18]:
∩
Z
∣∣∣∩
∆
≡ 0 , (III.1.a)
in Komponentenschreibweise
∩
Z
λ
µν :=
∩
Γ
λ
[µν] (III.1.b)
Bρλ
∩
Z
λ
µν BµσBνκ = 0 . (III.1.c)
Die entsprechende koordinaten-kovariante Ableitung
∩
∇ , die charakteristische
Ableitung, erha¨lt man aus der Riemannschen Ableitung∇durch folgende Zerlegung
∩
∇= (||)
∩
∇+ (⊥)
∩
∇ . (III.2)
Der parallele Anteil (||)
∩
∇ wird hierbei mit Hilfe der Riemannschen Ableitung ∇
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und einer Projektion
∩
P auf
∩
∆ definiert
(||)
∩
∇=
∩
P ◦∇◦
∩
P . (III.3)
Beispielsweise lautet die parallele Ableitung eines beliebigen τ4 Schnittes U
(||)
∩
∇µ Uν = Bλν∇µ (Bλσ Uσ) . (III.4)
Den orthogonalen Anteil (⊥)
∩
∇ in (III.2) erhalten wir, indem wir uns vergegenwa¨rtigen,
daß
∩
∇ aufgrund der durch den charakteristischen Vektor p induzierten (1+3)-
Aufspaltung der Raum-Zeit nur auf SO(3)-Skalare wirkt. Es ergibt sich somit
folgende Definition
(⊥)
∩
∇µ Uν = pν ∂µ
(
pλUλ
)
. (III.5)
Damit ko¨nnen wir fu¨r einen beliebigen TangentenvektorU dessen SO(3) Vektoranteil
u und SO(3) Skalaranteil u definieren durch
ui = BiµUµ (III.6)
u = Uµpµ ,
das heißt U la¨ßt sich nun folgendermaßen zerlegen
Uµ = u
iBiµ + u pµ . (III.7)
Die charakteristische Ableitung von U ergibt sich somit zu
∩
∇λUµ =
(
D¯λu
i
)Biµ + (∂λu) pµ (III.8)
≡ ∂λ Uµ −
∩
Γ
ν
µλ Uν .
Man beachte hierbei, daß die SO(3) kovariante Ableitung D¯ nicht mit der in den
mikroskopischen Feldgleichungen (II.20.a) bis (II.21) auftauchenden Ableitung D
(II.19) u¨bereinzustimmen braucht. Wir werden diesen interessanten Punkt spa¨ter
noch eingehender untersuchen.
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Aus der Definition (III.8) der charakteristischen Ableitung
∩
∇ la¨ßt sich die
kovariante Konstanz der A¨therfelder bezu¨glich
∩
Γ folgern:
∩
∇λ pµ = 0 (III.9.a)
∩
Dλ Biµ = 0 . (III.9.b)
Die Ableitung
∩
D ist nun genauso wie D in Gleichung (II.19) definiert, jedoch
mit dem Unterschied, daß die zwei Konnexionen Γ, A durch
∩
Γ und A¯ ersetzt
werden mu¨ssen. Die Bedingungen der kovarianten Konstanz (III.9.a), (III.9.b) sind
konsistent mit den Bedingungen (II.15.a) und (II.15.b). Wir werden spa¨ter sehen,
daß die Bedingungen (III.9.a) und (III.9.b) einen affinen Bu¨ndelisomorphismus
beschreiben, welcher in der (1+3) Aufspaltung eine wichtige Rolle spielt. Bis dahin
bemerken wir nur, daß der Projektor B 2 aufgrund von (III.9.b) kovariant konstant
ist
∩
∇λBµν = 0 (III.10)
und deshalb als Fasermetrik
∩
G von
∩
τ 4 verwendet werden kann. Da nun aber beide
Anteile B und p der Riemannschen Metrik G (II.17) konstant sind, gilt ebenfalls
∩
∇λGµν = 0 . (III.11)
Das heißt die Metrik G ist kovariant konstant bezu¨glich beider Konnexionen Γ
und
∩
Γ . Nach Gleichung (II.5) unterscheiden sich die Konnexionen daher durch
einen Kontorsionsterm
∩
K
∩
Γ
λ
µν = Γ
λ
µν +
∩
K
λ
µν . (III.12)
Die Kontorsion
∩
K bestimmt nun die Torsion
∩
Z durch
∩
Z
λ
µν =
∩
K
λ
[µν] . (III.13)
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Fu¨r
∩
K kann man eine physikalische Interpretation angeben. Dazu zerlegen wir
∩
K
in einen parallelen ((||)
∩
K) und einen orthogonalen Teil ((⊥)
∩
K):
∩
K
λ
µν =
(||)
∩
K
λ
µν +
(⊥)
∩
K
λ
µν . (III.14)
Der orthogonale Teil la¨ßt sich nun mit Hilfe von (II.20.b), (III.9.a) und der Ableitung
des charakteristischen Vektors folgendermaßen ausdru¨cken:
(⊥)
∩
K
λ
µν = p
λ∇ν pµ − pµ∇ν pλ (III.15)
= pλHµν − pµHλν .
Definieren wir nun die Spindichten der A¨therfelder nach [13]
(p)Σµνλ =
1
4π
[
pµ
(∇λpν)− pν (∇λpµ)] (III.16.a)
(B)Σµνλ = − 1
4π
[Biµ (DλBiν)− Biν (DλBiµ)] , (III.16.b)
dann ist der orthogonale Teil (⊥)
∩
K identisch mit der Spindichte des charakteristischen
Vektorfeldes
(⊥)
∩
K
λ
µν = 4π
(p)Σλµν . (III.17)
Man kann natu¨rlich annehmen, daß eine a¨hnliche Beziehung fu¨r die Spindichte
(B)Σ des B Feldes und den parallelen Teil (||)
∩
K der Kontorsion
∩
K existiert; dies
wird im folgenden na¨her untersucht.
Aufgrund der Definition (III.8) ist die Anwendung der Ableitung
∩
∇ nicht nur
auf
∩
τ 4 Objekte beschra¨nkt. Das heißt, daß die charakteristische Konnexions 1-
Form
∩
Γ auch Komponenten entlang der charakteristischen Richtung besitzt und
demzufolge eine entsprechende Zerlegung zula¨ßt:
∩
Γ
λ
µν =
∩
γ λµν + p
λ zµν . (III.18)
Hierbei bezeichnet
∩
γ den wesentlichen Teil von
∩
Γ
∩
γ λµν = Bλσ
∩
Γ
σ
µν . (III.19)
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∩
γ ist im allgemeinen nicht symmetrisch, sondern wird vielmehr den parallelen Teil
der charakteristischen Torsion
∩
Z festlegen:
∩
Z
λ
µν =
(||)
∩
Z
λ
µν +
(⊥)
∩
Z
λ
µν (III.20.a)
(||)
∩
Z
λ
µν =
∩
γ λ[µν] . (III.20.b)
Der orthogonale Teil (⊥)
∩
Z
(⊥)
∩
Z
λ
µν = p
λz[µν] (III.21)
la¨ßt sich mit der Integrabilita¨tsbedingung fu¨r
∩
∆ in Beziehung setzen. Und zwar
gilt
∩
∇[λpµ] ≡ p[λfµ] +
∩
Z
ρ
λµ pρ . (III.22)
Den hier auftauchenden Frobeniusvektor f ko¨nnen wir als einen
∩
τ4 Schnitt betrachten
und ohne Beschra¨nkung der Allgemeinheit annehmen
pµ fµ = 0 . (III.23)
Aus (III.22) schließt man im Falle der Integrabilita¨t von
∩
∆
z[µν] = f[µpν] (III.24)
und somit
(⊥)
∩
Z
λ
µν = p
λ f[µpν] . (III.25)
Man beachte, daß die Einschra¨nkung des orthogonalen Anteils (⊥)
∩
Z auf
∩
∆ verschwindet,
was dann aufgrund von (III.1.c) auch fu¨r den parallelen Anteil (||)
∩
Z gelten muß.
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III.2 Die innere Kru¨mmung des charakteristischen Bu¨ndels
Aufgrund der Einbettung in das Tangentialbu¨ndel der Raum-Zeit besitzt das
charakteristische Bu¨ndel
∩
τ 4 die Gruppe GL(3,R) als natu¨rliche Strukturgruppe.
Aus diesem Grund stimmt dessen Eichgruppe, welche als die kleinst mo¨glichste
Untergruppe der Strukturgruppe definiert ist, mit der gewo¨hnlichen Rotationsgruppe
SO(3), der maximalen kompakten Untergruppe von GL(3,R), u¨berein. Demnach
ist es mo¨glich, die intrinsische
∩
τ 4 Geometrie in der Form einer SO(3) Eichtheorie
zu beschreiben!
Die grundlegenden SO(3) Objekte sind die A¨therfelder Bi, welche sich homogen
transformieren:
B ′iµ = SjiBjµ (III.26)
S = {Sji} ∈ SO(3)
Wir ko¨nnen nun mit Hilfe der A¨therfelder die Einbettung eines SO(3)-Bu¨ndels τ 4 in
das Tangentialbu¨ndel τ4 definieren. Da τ 4, das sog. repra¨sentative Bu¨ndel, aufgrund
seiner Konstruktion isomorph zu
∩
τ 4 ist, muß eine 1-1 Abbildung [B] =
{
[B¯], [
∩
B]
}
existieren, welche die folgenden Relationen erfu¨llt
[B¯] :
∩
τ 4 → τ 4 (III.27.a)
[
∩
B] : τ 4 → ∩τ 4 (III.27.b)
sodaß gilt
[B¯] ◦ [ ∩B] = idτ4 (III.28.a)
[
∩
B] ◦ [B¯] = id∩
τ4
. (III.28.b)
In Komponenten geschrieben erkennt man, daß diese Abbildungen die Schnitte ν
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(x) ∈ τ 4 und V(x) ∈ ∩τ 4 zueinander in Beziehung setzen:
νi = BiµV µ (III.29.a)
Vµ = Biµνi . (III.29.b)
Dabei ist die Gu¨ltigkeit von (III.28.a) und (III.28.b) aufgrund der Gleichungen
(II.15.a) bis (II.16.c) gewa¨hrleistet. Ferner muß die Aufspaltung der Bu¨ndeltangentialra¨ume
in einen horizontalen und vertikalen Unterraum mit der Abbildung [B] vertra¨glich
sein, d.h. es muß gelten:
D¯ ◦ [B¯] = [B¯] ◦ ∩∇ (III.30.a)
∩
∇ ◦ [
∩
B] = [
∩
B] ◦ D¯ . (III.30.b)
Hierbei geho¨rt zur SO(3) kovarianten Ableitung D¯ aus τ 4 eine SO(3) wertige
Konnexion A¯, welche im allgemeinen nicht mit der Konnexion A u¨bereinstimmt,
die in den mikroskopischen Feldgleichungen (II.20.a) bis (II.21) benu¨tzt wird. Die
Relationen (III.30.a) und (III.30.b) lauten in Komponenten
D¯µνi = Biλ
(
∩
∇µV λ
)
(III.31.a)
∩
∇µVλ = Biλ
(
D¯µν
i
)
(III.31.b)
und sind aufgrund von Gleichung (III.9.b) erfu¨llt.
Im letzten Abschnitt haben wir die Beziehung zwischen den zwei Konnexionen
Γ und
∩
Γ verdeutlicht. Nun wollen wir untersuchen, welche Relation zwischen A
und A¯ besteht. Dazu beachten wir, daß die Konstruktion von
∩
D aus D¯ durch
einen a¨hnlichen Prozeß wie bei der Bildung von
∩
∇ aus ∇ ermo¨glicht wird. Das
bedeutet, wir ko¨nnen schreiben
∩
D = (||)
∩
D + (⊥)
∩
D , (III.32)
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wobei symbolisch wieder gilt
(||)
∩
D =
∩
P ◦ D¯ ◦
∩
P (III.33.a)
(⊥)
∩
D = p⊗ D¯ ◦ p • . (III.33.b)
Die Bedingung der kovarianten Konstanz (III.9.b) la¨ßt sich leicht erfu¨llen, wenn
wir D¯ folgendermaßen definieren
D¯ := p⊗ p •D (III.34)
bzw. in Komponenten
D¯µBiν = pνpλ (DµBiλ) . (III.35)
Die Konnexion A¯, welche Gleichung (III.35) genu¨gt, erhalten wir durch den Ansatz
A¯iµ = Aiµ + Ciµ (III.36)
wobei wir den Eichvektor C noch bestimmen mu¨ssen. Mit diesem Ansatz ergibt
sich fu¨r die linke Seite von (III.35)
D¯µBiν = DµBiν + ǫijkCjµBkν (III.37)
und somit
Cjµ =
1
2
ǫj
mn Bmσ (DµBnσ) . (III.38)
Dem repra¨sentativen Bu¨ndel τ 4 mit der Konnexion A¯ kann man also ein neues
Bu¨ndel τ˜4 mit der Konnexion A zuordnen, wobei A¯ das SO(3) Analogon der
charakteristischen Konnexion
∩
Γ darstellt; somit kann man A als geometrischen
Teil der Konnexion A¯ betrachten. Der dynamische Teil C von A¯ ist unabha¨ngig
von der Riemannschen Konnexion Γ und beeinflußt deshalb nicht direkt die 4-
Geometrie der Raum-Zeit! Dagegen wird die Kinematik der Triade Bi wesentlich
durch den dynamischen Teil C u¨ber die mikroskopischen Feldgleichungen (II.20.a)
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bis (II.22) mitbestimmt. Aufgrund dieses Sachverhaltes ko¨nnen die a¨ußeren Variablen
(ex)M mit dem Eichvektor C identifiziert werden! Aus der Zerlegung (III.36) der
Konnexion A in einen geometrischen und einen dynamischen Teil erhalten wir eine
analoge Aufspaltung der τ 4 Kru¨mmung F¯:
F¯ iµν = Fiµν +DµCiν −DνCiµ + ǫijkCjµCkν . (III.39)
Diese Darstellung der Kru¨mmung ist nun geeignet um die Funktion Fi (B,p,M)
(II.22), welche das System der mikroskopischen Feldgleichungen schließt, zu untersuchen.
Der dynamische Teil von F, welcher aus dem Eichvektor C besteht, ist nun schon
durch Gleichung (III.38) festgelegt. Das bedeutet wir du¨rfen nur noch u¨ber den
geometrischen Teil F von F¯ verfu¨gen! Offensichtlich charakterisiert F¯ die 3-Geometrie
der charakteristischen Fla¨chen. Die einfachste Wahl fu¨r F¯ ist
F¯ iµν ≡ 0 . (III.40)
Das heißt die charakteristischen Fla¨chen besitzen eine Euklidische 3-Geometrie
(Euklidische Foliation). Nebenbei bemerkt existiert kein Flachheitsproblem fu¨r
solch ein Universum [27]. Die Kru¨mmung F (III.39) besteht jetzt nur aus dem
dynamischen Teil und erfu¨llt damit automatisch die Bianchi-Identita¨t (II.23). Die
so festgelegten charakteristischen Fla¨chen ko¨nnen als absoluter Raum aufgefasst
werden, welcher durch eine spontane lokale Aufspaltung der Raum-Zeit in einen
3-Raum
∩
∆x und eine Zeitrichtung px entsteht. Dieser absolute Raum wird dabei
mit einer Euklidischen Untergeometrie ausgestattet. Verbinden wir diese (1+3)
Aufspaltung mit dem A¨quivalenzprinzip, so ist die Existenz eines ausgezeichneten
Lorentz-Bezugssystems garantiert und kommt Newton’s absoluter Vorstellung von
Raum und Zeit recht nahe.
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III.3 Die Torsion
Wie die Untersuchungen u¨ber die Spindichte der A¨therfelder und die Integrabilita¨t
von
∩
∆ im vorletzten Abschnitt gezeigt haben, spielt die Torsion trotz der Tatsache,
daß die 4-Geometrie der Raum-Zeit in unserer Theorie torsionsfrei ist, eine gewisse
Rolle. Aus diesem Grund wollen wir die Effekte der Torsion fu¨r den allgemeineren
Fall der Nichtintegrabilita¨t der charakteristischen Distribution
∩
∆ berechnen.
Der parallele Anteil (||)
∩
K der charakteristischen Kontorsion
∩
K (III.14) kann
aus der Konstanz von Bi (III.9.b) bestimmt werden. Wir erhalten
D¯µBiν =
∩
K
λ
νµ Biλ (III.41)
und daraus mit Hilfe des orthogonalen Teils (⊥)
∩
K (III.15)
(||)
∩
K σνµ = 0 . (III.42)
Das bedeutet wir ko¨nnen Gleichung (III.17) verallgemeinern zu
∩
K
λ
µν = 4π
(p)Σλµν . (III.43)
Es scheint nun etwas seltsam zu sein, daß sich die charakteristische Kontorsion
∩
K
ausschließlich aus der Spindichte (p)Σ des charakteristischen Vektorfeldes zusammensetzt,
wa¨hrend doch die Gleichung (III.17) zu der Vermutung berechtigt, daß sich der
parallele Teil (||)
∩
K aus der Spindichte (B)Σ (III.16.b) des B Feldes zusammensetzt
und demnach die totale Kontorsion
∩
K von der totalen Spindichte Σ abha¨ngt:
Σµνλ = (p)Σµνλ + (B)Σµνλ =
1
2π
ǫijkBiµCjλBkν . (III.44)
Man beachte jedoch, daß die zwei mo¨glichen Definitionen von (B)Σ davon abha¨ngen,
ob man die totale KonnexionA wie in Gleichung (III.16.b), oder nur den geometrischen
Teil A¯ verwendet. Es gilt die folgende Beziehung zwischen den zwei Ausdru¨cken
41
fu¨r (B)Σ:
(B)Σ¯ρµν = 2 (B)Σρµν + Bρκ (B)Σµκν − Bµκ (B)Σρκν (III.45)
= pµpκ
(B)Σρκν − pρpκ (B)Σµκν .
Da die charakteristische Kontorsion
∩
K ein Objekt aus dem Bu¨ndel
∩
τ 4 ist, sollte sie
sich auf die Spindichte Σ¯
(
:= (B)Σ¯+ (p)Σ
)
beziehen und nicht auf die totale Dichte
Σ (III.44). Eine einfache Rechnung zeigt jedoch, daß der geometrische Teil Σ¯ der
totalen Dichte Σ verschwindet
(
Σ¯ ≡ 0); im Gegensatz zu ∩K ! Deshalb ist es nun
klar, warum der parallele Teil (||)
∩
K und die Spindichte (B)Σ¯ keiner so einfachen
Beziehung gehorchen ko¨nnen wie es fu¨r den orthogonalen Teil (⊥)
∩
K und (p)Σ in
Gleichung (III.17) der Fall ist.
Die charakteristische Kontorsion
∩
K la¨ßt sich mit Hilfe des Hubble-Tensors
ausdru¨cken
∩
K
λ
µν = p
λHµν − pµHλν , (III.46)
womit die charakteristische Torsion die folgende Gestalt annimmt
∩
Z
σ
νλ ≡
∩
K
σ
[νλ] = p
σH[νλ] +H
σ
[νpλ] .
In dieser Form treten die Torsionseigenschaft (III.1.b), (III.1.c) und die Zerlegung
(III.20.a), (III.20.b) deutlich hervor. Die allgemeine Beziehung (II.6) zwischen
Torsion und Kontorsion ist im Falle eines verschwindenden Nichtmetrizita¨tstensors
Q fu¨r
∩
Z und
∩
K identisch erfu¨llt.
Im Hinblick auf konkrete Anwendungen ist es vorteilhaft, den Hubble-Tensor
in einen parallelen und einen senkrechten Anteil zu zerlegen
Hνλ = hνλ + fν pλ (III.47.a)
hνλ p
ν = hνλ p
λ = 0 . (III.47.b)
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Den rein parallelen Teil h wollen wir reduzierten Hubble-Tensor nennen. Ferner
zerlegen wir h in einen symmetrischen und antisymmetrischen Teil:
hνλ =
+
hνλ+
−
hνλ (III.48.a)
+
hνλ =
+
hλν (III.48.b)
−
hνλ = −
−
hλν (III.48.c)
Die Integrabilita¨tsbedingung fu¨r die charakteristische Distribution
∩
∆ besteht
offensichtlich im Verschwinden des antisymmetrischen Anteils (
−
h ≡ 0). Damit
ergibt sich die charakteristische Torsion
∩
Z zu
∩
Z
σ
νλ = p
σ
−
hνλ + p
σf[ν pλ] + h
σ
[ν pλ] , (III.49)
woraus wir sofort ihren parallelen und orthogonalen Teil (vgl. (III.20.a)) entnehmen
ko¨nnen:
(⊥)
∩
Z
σ
νλ = p
σ
−
hνλ + p
σf[ν pλ] (III.50.a)
(||)
∩
Z
σ
νλ = h
σ
[ν pλ] . (III.50.b)
Im integrablen Fall (
−
h≡ 0) erhalten wir wieder (III.25).
Es scheint nun etwas sonderbar zu sein, daß auch die urspru¨ngliche Spindichte
(B)Σ (III.16.b) des B Feldes nicht in der charakteristischen Kontorsion
∩
K (III.43)
auftaucht. Der Grund besteht darin, daß die charakteristische Konnexion auf
den charakteristischen Fla¨chen torsionsfrei sein muß (vgl. (III.1.b)). Dies wird im
allgemeinen nur durch die Spindichte (p)Σ (III.16.a) des p Feldes aber nicht durch
(B)Σ (III.16.b) gewa¨hrleistet.
Trotzdem bewirkt die Spindichte des B Feldes eine gewisse Kontorsion. Um
diese Tatsache zu untersuchen, wollen wir die Konnexion
≍
Γ einfu¨hren, welche
a¨hnlich wie
∩
Γ im charakteristischen Bu¨ndel
∩
τ 4 nun in einem Bu¨ndel
≍
τ 4 wirkt,
jedoch A als SO(3) Gegenstu¨ck in einem Bu¨ndel τ˜4 besitzt. Das bedeutet wir
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betrachten einen zweiten Bu¨ndelisomorphismus zwischen
≍
τ 4 und τ˜4 wobei die
Gleichungen (III.27.a) bis (III.31.b) weiterhin gelten, allerdings mit den Ersetzungen{
τ 4, [B¯], [
∩
B],
∩
∇, D¯,
∩
D
}
→
{
τ˜4, [B˜], [
≍
B ],
≍
∇ ,D,
≍
D
}
. Die Gleichungen (III.30.a)
und (III.30.b) lauten jetzt beispielsweise
D ◦ [B˜] = [B˜] ◦ ≍∇ (III.51.a)
≍
∇ ◦ [
≍
B ] = [
≍
B ] ◦D . (III.51.b)
Der affine Bu¨ndelisomorphismus bezieht sich jetzt also auf die Konnexionen A,
≍
Γ
anstatt auf A¯,
∩
Γ wie im ersten Fall.
≍
Γ soll jedoch weiterhin eine Oberfla¨chenkonnexion
sein, d.h es gilt:
≍
∇µpν = 0 (III.52)
≍
∇µBνλ = 0 , (III.53)
sowie
≍
Dµ Biν = 0 . (III.54)
Damit erhalten wir fu¨r die relative Kontorsion
∪
K von
≍
Γ bezu¨glich
∩
Γ
∪
K
λ
µν :=
∩
Γ
λ
µν −
≍
Γ
λ
µν = ǫ
ijkBiλCjν Bkµ . (III.55)
Diese Gleichung zeigt die Bedeutung der Kontorsion
∪
K . Sie beeinhaltet gerade
den in der KonnexionA (III.36) eingefu¨hrten Freiheitsgrad in Form des Eichvektors
C. Setzen wir nun C aus Gleichung (III.38) in (III.55) ein, so erhalten wir
∪
K
λ
µν =
1
2
[BλσBiµ (DνBiσ)− BµσBiλ (DνBiσ)] . (III.56)
Die relative Torsion
∪
Z definieren wir nun als
∪
Z
λ
µν :=
∪
K
λ
[µν] =
1
2
ǫijkBiλ (CjνBkµ − CjµBkν) (III.57)
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so daß die Beziehung (II.6) im Fall verschwindender Nicht-Metrizita¨t Q fu¨r
∪
Z und
∪
K gerade erfu¨llt wird. Die Gleichung (III.56) ko¨nnen wir natu¨rlich auch mit Hilfe
der Spindichten Σ der A¨therfelder ausdru¨cken:
∪
K
λ
µν = −2π
[
(B)Σλµν + Bλσ (B)Σµσν − Bµσ (B)Σλσν
]
. (III.58)
Damit ist die zur Spindichte (B)Σ geho¨rige Kontorsion aufgefunden. Verbinden wir
nun die Gleichungen (III.60) und (III.55), so ergibt sich die totale Kontorsion
≍
K
zu
≍
K
λ
µν :=
∩
K
λ
µν −
∪
K
λ
µν (III.59)
welche die Abweichung der torsionsfreien Konnexion Γ von der modifizierten Oberfla¨chenkonnexion
≍
Γ beschreibt:
≍
Γ
λ
µν = Γ
λ
µν +
≍
K
λ
µν . (III.60)
Die totale Torsion
≍
Z lautet somit
≍
Z
λ
µν =
≍
K
λ
[µν] =
∩
Z
λ
µν −
∪
Z
λ
µν . (III.61)
Im allgemeinen wird die totale Torsion
≍
Z die Oberfla¨chenbedingung (III.1.c) nicht
erfu¨llen. Aus diesem Grund bestimmen die mikroskopischen Feldgleichungen (II.20.a)
bis (II.20.b) nicht nur die Raum-Zeit Geometrie, sondern fu¨hren auch einen neuen
Freiheitsgrad ein, dessen geometrische Bedeutung in der zusa¨tzlichen Oberfla¨chen-
Kontorsion
∪
K liegt. Die mikroskopischen Feldgleichungen bestimmen also nicht
nur die Verknu¨pfung der gravitierenden Materie mit der Raum-Zeit Geometrie
wie es in der Einsteinschen Theorie der Fall ist, sondern enthalten auch einen
zusa¨tzlichen Eichvektor C nicht-Riemannschen Ursprungs, dessen physikalische
Bedeutung zu unserer Verfu¨gung steht. Entsprechend unserer oben dargelegten
Philosophie (III.17) messen wir dem neuen Feldfreiheitsgrad C die Bedeutung
einer Spin-Variablen zu!
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III.4 Die Kru¨mmung
Die Zerlegung der Raum-Zeit in die charakteristischen Fla¨chen ermo¨glicht es,
die 4-Kru¨mmung R aus der inneren und a¨ußeren Kru¨mmung dieser 3-Fla¨chen
aufzubauen. Dadurch werden wir, insbesondere im Falle der Euklidischen Foliation,
den Einfluß der 3-Kru¨mmung auf die 4-Geometrie untersuchen ko¨nnen. Außerdem
werden wir fu¨r den Hubble-Tensor Bedingungen finden, mit denen wir eine streng
Riemannsche Raum-Zeit erhalten, deren Kru¨mmung R folgende zwei Bianchi-
Identita¨ten erfu¨llen muß
Rµ[σνλ] ≡ 0 (III.62.a)
Rµσ[νλ;ρ] ≡ 0 . (III.62.b)
Die Zerlegung der Riemannschen Konnexion Γ (III.12) in die charakteristische
Konnexion
∩
Γ und Kontorsion
∩
K induziert nun eine analoge Aufspaltung der
Kru¨mmung R (II.9):
Rλµσν =
∩
R
λ
µσν+
∩
∇ν
∩
K
λ
µσ−
∩
∇σ
∩
K
λ
µν +
∩
K
λ
ρσ
∩
K
ρ
µν −
∩
K
λ
ρν
∩
K
ρ
µσ − 2
∩
Z
ρ
σν
∩
K
λ
µρ .
(III.63)
Die 4-Kru¨mmung la¨ßt sich somit vollsta¨ndig durch Gro¨ßen der charakteristischen
3-Geometrie darstellen. Um die rechte Seite von Gleichung (III.63) in Abha¨ngigkeit
von F¯ und H zu berechnen, benu¨tzen wir die Identita¨t(
∩
Dν
∩
Dλ −
∩
Dλ
∩
Dν
)
Biµ = ǫijkF¯ jνλBkµ −
∩
R
ρ
µνλBiρ + 2
∩
Z
ρ
νλ
(
∩
Dρ Biµ
)
, (III.64)
welche sich wegen der kovarianten Konstanz von Biµ (III.9.b) vereinfacht zu
Biρ
∩
R
ρ
µνλ = ǫi
jkF¯ jνλBkµ . (III.65)
Um nun diese Gleichung weiter nach
∩
R aufzulo¨sen, benu¨tzen wir die Tatsache,
daß der charakteristische Vektor ebenfalls kovariant konstant ist (III.9.a). Die
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Identita¨t (
∩
∇ν
∩
∇λ−
∩
∇λ
∩
∇ν
)
pµ = −
∩
R
ρ
µνλpρ (III.66)
vereinfacht sich somit zu
∩
R
ρ
µνλ pρ = 0 . (III.67)
Dieses Ergebnis besagt nun zusammen mit der Metrizita¨tsbedingung (III.11), daß
die Holonomie-Gruppe der Oberfla¨chenkonnexion
∩
Γ wie die gewo¨hnliche Rotationsgruppe
SO(3) auf die charakteristische Distribution
∩
∆wirkt. Aus Gleichung (III.65) erhalten
wir daher fu¨r
∩
R
∩
Rσµνλ = ǫ
ijkBiσF¯ jνλBkµ . (III.68)
Setzen wir nun noch unsere Gleichungen fu¨r die Torsion (III.13) und Kontorsion
(III.46) in (III.63) ein, so la¨ßt sich R durch die innere Kru¨mmung F¯ und den
Hubble-Tensor H ausdru¨cken
Rµσνλ = ǫ
ijkBiµF¯ jνλBkσ +HµλHσν −HµνHσλ (III.69)
+ pµ (∇λHσν −∇νHσλ)− pσ (∇λHµν −∇νHµλ) .
Im Falle einer Euklidischen Foliation (F¯ ≡ 0) wird die 4-Kru¨mmung vollsta¨ndig
durch den Hubble-Tensor H festgelegt. Der entgegengesetzte Fall liegt vor, wenn
der charakteristische Vektor p bezu¨glich Γ konstant ist (dann ist H ≡ 0, s.
(II.20.b)), so daß die 4-Kru¨mmung nur durch die 3-Kru¨mmung F¯ der charakteristischen
Fla¨chen bestimmt wird. Wir werden weiter unten zwei Beispiele fu¨r diese Grenzfa¨lle
betrachten.
Gleichung (III.69) erlaubt nun die Zerlegung der Kru¨mmungR in einen parallelen
(||R) und einen senkrechten Teil (⊥R):
Rµσνλ =
||Rµσνλ +
⊥Rµσνλ (III.70)
mit
||Rµσνλ = ǫ
ijkBiµF¯ jνλBkσ +HµλHσν −HµνHσλ (III.71)
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und
⊥Rµσνλ = pµ (∇λHσν −∇νHσλ)− pσ (∇λHµν −∇νHµλ) . (III.72)
Diese Zerlegung wird fu¨r die folgenden Betrachtungen sehr nu¨tzlich sein. Man
beachte jedoch, daß die parallele Kru¨mmung ||R, obwohl sie in
∩
∆ wirkt, nicht mit
der charakteristischen Kru¨mmung
∩
R (III.68) identisch ist.
Nachdem die allgemeine Gestalt der Riemannschen Kru¨mmung R bekannt ist,
ko¨nnen wir uns nun der Frage zuwenden, wodurch der Riemannsche Charakter der
Raum-Zeit gewa¨hrleistet wird. Das bedeutet, daß die beiden Bianchi-Identita¨ten
(III.62.a) und (III.62.b) einschra¨nkende Bedingungen fu¨r den Hubble-Tensor und
die 3-Geometrie liefern mu¨ssen. Durch Einsetzen ko¨nnen wir uns leicht davon
u¨berzeugen, daß die zweite Bianchi-Identita¨t (III.62.b) automatisch erfu¨llt ist,
vorausgesetzt die analoge Bianchi-Identita¨t fu¨r die 3-Kru¨mmung F¯ gilt:
D¯ρF¯ jνλ + D¯νF¯ jλρ + D¯λF¯ jρν ≡ 0 . (III.73)
Gleichung (III.62.b) liefert also keine weitere Einschra¨nkung fu¨r die mikroskopischen
Feldgleichungen.
Dagegen erhalten wir aus der ersten Bianchi-Identita¨t (III.62.a) fu¨r den orthogonalen
Teil ⊥R eine Bedingung an den Hubble-Tensor H:
∇[λHσν] ≡ 0 . (III.74)
Fu¨r die Herleitung der aus dem parallelen Teil ||R von R stammenden Bedingung
nehmen wir zur Vereinfachung den speziellen Fall einer Euklidischen Foliation der
Raum-Zeit an. Damit erhalten wir fu¨r den reduzierten Hubble-Tensor (s. (III.48.a)
bis (III.48.c))
hµ[λ
−
hσν] ≡ 0 . (III.75)
Da der schiefsymmetrische Teil
−
h von h einem
∩
τ 4 Schnitt l a¨quivalent ist, gilt
−
hµν = ǫµνλσ l
λ pσ . (III.76)
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Die Bedingung (III.75) kann daher auch in folgender Weise formuliert werden
+
hµν l
ν = 0 . (III.77)
Das bedeutet nichts anderes als daß der symmetrische Teil
+
h von h im Falle
der Nichtintegrabilita¨t der charakteristischen Distribution
∩
∆ und bei Euklidischer
Foliation der Raum-Zeit einen 2-dimensionalen Tensor darstellen muß.
Ferner la¨ßt sich aus der ersten Bianchi-Identita¨t fu¨r ||R eine weitere Bedingung
herleiten:
hµ[λfσ] + fµ
−
hλσ +Hµ[σ;λ] = kµ[σpλ] . (III.78)
Hier ist k ein reines
∩
τ 4 Objekt, d.h.
kµνp
µ = kµνp
ν = 0 . (III.79)
Um k na¨her zu bestimmen, permutieren wir die Indizes in Gleichung (III.78)
zyklisch, wobei sich k als eine symmetrische Gro¨ße herausstellt:
kµν = kνµ . (III.80)
Der Frobeniusvektor f koppelt dabei folgendermaßen an den schiefsymmetrischen
Teil
−
h von h
f[µ
−
hλσ] = 0 . (III.81)
Diese Bedingung kann aber nur erfu¨llt werden, wenn
−
h die Gestalt
−
hλσ = f[λwσ] (III.82)
annimmt, wobei w ein
∩
τ 4 Schnitt ist
wσp
σ = 0 , (III.83)
welcher wie der Frobeniusvektor f orthogonal zu l sein muß
wµl
µ = fµl
µ = 0 . (III.84)
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Die Bi-Vektoren p ∧ l und f ∧w sind also, abgesehen von einem skalaren Faktor,
dual zueinander.
Fassen wir nun diese Ergebnisse zusammen, so la¨ßt sich der Riemannsche
Kru¨mmungstensorR in einer Form ausdru¨cken, welche unmittelbar die Symmetrien
erkennen la¨ßt, die zur Erfu¨llung der ersten Bianchi-Identita¨t (III.62.a) notwendig
sind:
1
2
Rµσνλ =
+
hµ[λ
+
hν]σ−
−
hµ[λ
−
hν]σ (III.85)
+ 2p[µ
+
hσ][νfλ] + 2p[ν
+
hλ][µfσ]
+
−
hνλp[µfσ]+
−
hµσp[νfλ]
+ pµp[λkν]σ − pσp[λkν]µ .
Man beachte jedoch, daß dieses Ergebnis nur im speziellen Fall einer Euklidischen
Foliation gilt.
Als na¨chstes wollen wir den Einsteinschen Tensor E
Eµν = Rµν − 1
2
RGµν (III.86)
untersuchen, da wir diese Gro¨ße u¨ber die Einsteinschen Feldgleichungen mit dem
Energie-Impuls Tensor T der Materie verknu¨pfen ko¨nnen.
Eµν = 8πL
2
PTµν . (III.87)
Wir fu¨hren folgende Abku¨rzungen ein
℘σλ := h
µ
µ
+
hσλ −
+
h
µ
λ
+
hσµ −
−
h
µ
λ
−
hσµ (III.88.a)
℘λ := h
µ
µ fλ − hλµ fµ . (III.88.b)
Mit diesen Gro¨ßen schreibt sich der Einstein-Tensor
Eσλ = −℘σλ + 1
2
℘µµ Bσλ +
1
2
℘µµ pσpλ + k
µ
µBσλ − kσλ − pσ℘λ − pλ℘σ . (III.89)
50
Da unsere Theorie eine universale Zeitrichtung (entlang p) beeinhaltet, definieren
wir die Energie E als
E = Tµν pµpν = 1
8πL2P
pµpνEµν =
1
16πL2P
℘µµ . (III.90)
Eine einfache Rechnung ergibt fu¨r die Spur von ℘
Sp℘ = ℘µµ = h
µ
µ h
σ
σ − hµσhµσ (III.91)
= (Sph)2 − (Sph2)
Wir fordern hier, daß die Energie positiv sein soll, d.h.
(Sph)2 ≥ (Sph2) , (III.92)
was eine physikalische Erga¨nzung der vorausgegangenen geometrischen Bedingungen
fu¨r den Hubble-Tensor im Falle einer Euklidischen Foliation darstellt.
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Kapitel IV
Das klassische Vakuum
Der Vakuumzustand des Universums la¨ßt sich in der herko¨mmlichen Beschreibung
der Gravitation ohne Probleme definieren. Man geht davon aus, daß die Raum-Zeit
Mannigfaltigkeit die normale Minkowskische (flache) Geometrie annimmt, wenn
alle Materie aus dem Universum entfernt wird. Diese flache Struktur wird nun
ho¨chstens etwas durch Gravitationswellen gekru¨mmt, wobei nach deren Aussterben
wieder ein Minkowskischer Raum vorliegt.
Diese Vorstellung scheint nun jedoch etwas zu einfach zu sein: Betrachten wir
na¨mlich die Nullpunktsenergie der verschiedenen elementaren Teilchenfelder, so
sollten diese aufgrund der Einsteinschen Feldgleichungen ebenfalls eine Kru¨mmung
des Raumes hervorrufen. Es wa¨re in der Tat nur schwer versta¨ndlich, wenn die
Nullpunktsenergie den Raum nicht ebenso kru¨mmen wu¨rde, wie dies alle anderen
Formen von Masse und Energie tun. Aus diesem Grund liegt es nahe, das klassische
Vakuum nicht mit einer flachen Minkowski-Struktur zu beschreiben, sondern mit
Hilfe eines nicht-trivialen, pseudo-Riemannschen Raumes.
Eine in der Literatur weitverbreitete Vorgehensweise besteht darin, daß man
den Einsteinschen Feldgleichungen einen kosmologischen Term hinzufu¨gt
Eµν = 8πL
2
P
(
(m)Tµν + ΛcGµν
)
. (IV.1)
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Λc ist die sogenannte ”
kosmologische Konstante“. Diese Gro¨ße beschreibt die Energie-
Impulsdichte (0)T der Nullpunkt-Feldfluktuationen in der klassischen Na¨herung:
(0)Tµν = ΛcGµν . (IV.2)
Hier ist (0)T proportional zur Metrik G, da die Vakuumstruktur eine maximale
(d.h. lokale Lorentz-) Symmetrie besitzen muß ( de-Sitter-Raum, s.u.).
An diesem Punkt wollen wir nun versuchen, ein leistungsfa¨higeres Modell zu
entwickeln. Wenn das Universum eine nicht-triviale Vakuumstruktur besitzt, muß
diese als ein wichtiger dynamischer Bestandteil der Gravitationstheorie angesehen
werden. Dies fu¨hrt uns sofort zu zwei wichtigen Fragen:
i) Welche dynamischen Gleichungen bestimmen die Vakuumstruktur?
ii) Wie vera¨ndert sich das Vakuum, wenn Materie in das leere Universum hineingebracht
wird (
”
Vakuum-Polarisation“)?
In diesem Kapitel wollen wir uns mit der ersten Frage bescha¨ftigen, wa¨hrend die
zweite Frage Gegenstand einer zuku¨nftigen Untersuchung sein wird. Es scheint
nun etwas schwierig zu sein, auf der Grundlage der Einsteinschen Gleichungen
eine dynamische Struktur des Vakuums zu entwickeln, da zu den Feldgleichungen
fu¨r den materiefreien Fall ((m)T ≡ 0) (IV.1) viele Lo¨sungen existieren, wogegen
das Vakuum wegen seiner hohen Symmetrie als eindeutig angesehen werden muß.
Dies hat zur Folge, daß man aufgrund einer Maximalforderung bezu¨glich der
Symmetrie den Vakuum-Grundzustand aus der gesamten Lo¨sungsmannigfaltigkeit
erst heraussuchen muß. Wir werden jedoch sehen, daß mit Hilfe der neuen Feldgleichungen
(II.20.a), (II.20.b) dieses Problem direkter gelo¨st werden kann. Dazu muß nur die
Form der Eichtensoren Hi und F i, sowie des Hubble Tensors H als Funktion der
A¨therfelder Bi und p festgelegt werden, was aber aufgrund formaler Einschra¨nkungen
zu einem nahezu eindeutigen Ergebnis fu¨hrt. Als Folge ergibt sich die Vakuumdynamik
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des A¨therfeldsystems, wobei der Energie-Impulstensor des Vakuums (0)Tmit demjenigen
der A¨therfelder (e)T in ihrer Vakuumkonfiguration identifiziert werden kann. D.h es
gilt (0)T ≡ (e)T |V ac . Diese Annahmen fu¨hren zu einem Raum konstanter Kru¨mmung,
welcher einer Euklidischen Foliation unterworfen ist. Die urspru¨ngliche Vorstellung,
daß das leere Universum nicht gekru¨mmt ist bewahrheitet sich also teilweise, da
der Vakuum-gekru¨mmte 4-Raum eine flache 3-Foliation besitzt.
Auf diese Weise ko¨nnen wir mit relativ wenigen und einfachen Annahmen —
und vor allem ohne irgendwelche Symmetrieforderungen — einen hochsymmetrischen
Grundzustand des klassischen Vakuums definieren (de-Sitter-Universum). Gleichzeitig
bietet sich dabei eine Beschreibungsmo¨glichkeit der angeregten Vakuum-Zusta¨nde
von niedriger Symmetrie an, indem man den inneren ((in)M) und a¨ußeren ((ex)M)
Feldvariablen gewisse Abweichungen von ihren (konstanten) Grundzustands-Werten
erlaubt.
IV.1 Teleparallelismus und Vakuum
Die einfachste Struktur fu¨r ein leeres Universum erhalten wir im Falle eines
verschwindenden Hubble-Tensors H und Eichtensors Hi. Dies wird uns zu einem
Raummit Teleparallelismus fu¨hren, das heißt es wird mo¨glich sein im Tangentialbu¨ndel
der Raum-Zeit Mannigfaltigkeit eine flache Konnexion einzufu¨hren. Wir werden
sehen, daß die Spindichten (B)Σ und (p)Σ (III.16.a), (III.16.b), sowie die Expansionsrate
H (II.26) unter diesen Vorraussetzungen identisch verschwinden, so daß sich eine
sehr spezielle Struktur der Raum-Zeit ergibt, welche sich als geeignetes Modell fu¨r
ein leeres Universum anbietet.
Aus den mikroskopischen Gleichungen ersehen wir, daß die A¨therfelder unter
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den obigen Annahmen kovariant konstant sind:
∇µpν = 0 (IV.3.a)
DµBiν = 0 . (IV.3.b)
Setzen wir die Funktion F (II.22) identisch Null, so ist der Minkowski Raum eine
spezielle Lo¨sung dieses Gleichungssystems, wobei sich die Riemannsche Metrik G
auf die Minkowski Metrik g = diag(1,−1,−1,−1) reduziert und die Konnexion Γ
in die (flache) kanonische Konnexion
◦
Γ u¨bergeht. Die Komponenten der A¨therfelder
ko¨nnen wir ansetzen zu pν ≡ g0ν , Biν ≡ giν . Der Teleparallelismus wird somit
trivialerweise realisiert.
Nun existiert jedoch noch eine zweite nichttriviale Lo¨sung von (IV.3.a), (IV.3.b)
Aus dem Verschwinden des Hubble-Tensors la¨ßt sich na¨mlich nicht folgern, daß
der Kru¨mmungstensor ebenfalls verschwindet. Betrachten wir Gleichung (III.69),
so reduziert sich die 4-Kru¨mmung R auf die 3-Kru¨mmung
∩
R : R ≡
∩
R =:
∗
R. Das
bedeutet die 4-Geometrie der Raum-Zeit wird nun zu einer reinen Oberfla¨chengeometrie
(Γ ≡ ∩Γ =:
∗
Γ) deren Kru¨mmung sich aus Gleichung (III.69) ergibt:
∗
Rσµνλ = ǫ
ijkBiσF¯ jνλBkµ . (IV.4)
Die charakteristische Kontorsion
∩
K (III.46) und der EichvektorC (III.38) verschwinden
dagegen, d.h der Spinfreiheitsgrad der Gravitation ist in diesem Fall nicht angeregt.
Die erste Bianchi Identita¨t (III.62.a) muß natu¨rlich fu¨r die charakteristische Kru¨mmung
erfu¨llt sein. Wir erhalten somit aufgrund von Gleichung (IV.4) die Bedingung
ǫijkBiσF¯ j[νλBkµ] ≡ 0 . (IV.5)
Fu¨r die weiteren U¨berlegungen wollen wir uns auf die folgende Lo¨sung der
Gleichung (IV.5) beschra¨nken:
F¯ jνλ = ζǫj
klBkνBlλ , (IV.6)
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wobei ζ eine skalare Gro¨ße ist, welche aufgrund der Bianchi Identita¨t (III.73)
konstant sein muß. Wir setzen also
ζ =
σ
′c2
(IV.7)
(σ =
+
−
1) .
Der konstante La¨ngenparameter ′c renormiert die A¨therfelder gema¨ß
Biµ :=
1
′c
Biµ , (IV.8)
so daß die Unterkru¨mmung F¯ (IV.6) und die charakteristische Kru¨mmung
∗
R (IV.4)
die folgende Gestalt annehmen
F¯ jνλ =
σ
′c2
ǫj
klBkνBlλ (IV.9.a)
∗
Rσµνλ =
σ
′c2
(BσνBλµ − BσλBνµ) . (IV.9.b)
Aus der kovarianten Konstanz der Gro¨ße B (IV.3.b) ergibt sich
DµBiν = DνBiµ , (IV.10)
was wiederum die Gu¨ltigkeit der Bianchi Identita¨t fu¨r F¯ zu Folge hat.
Wir haben nun eine ganz spezielle Geometrie erhalten, welche wir in Kapitel
VI na¨her untersuchen werden. An dieser Stelle wollen wir nur deren wichtigste
Eigenschaften kurz aufza¨hlen: Aufgrund der kovarianten Konstanz der Gro¨ße B
(IV.3.b) ergibt sich die Konstanz der
∩
τ 4 Fasermetrik B
2 (vgl.(III.10))
∗
∇λ Bµν = 0 . (IV.11)
Damit ist die Konstanz der Riemannschen Kru¨mmung
∗
R gewa¨hrleistet
∗
∇ρ
∗
Rσµνλ = 0 . (IV.12)
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Diese Gleichung besagt das wir einen (lokal) symmetrischen Raum vorliegen haben.
Ferner sehen wir, daß der Weylsche Tensor W von
∗
R verschwindet:
W νµκλ =
∗
R
νµ
κλ −
( ∗
R
ν
[κG
µ
λ] −
∗
R
µ
[κG
ν
λ]
)
+
1
3
∗
RG
ν
[κG
µ
λ] = 0 . (IV.13)
Diese Eigenschaft des Weylschen Tensors ist nun gerade die notwendige und hinreichende
Bedingung fu¨r die Existenz einer konformal flachen Geometrie. Berechnen wir den
Ricci-Tensor nach Gleichung (IV.9.b), so ergibt sich
∗
Rµλ = σ
2
′c2
Bµλ = 1
3
∗
RBµλ . (IV.14)
Diese Beziehung zwischen dem Ricci Tensor und der Fasermetrik B2 besagt,
daß die
∩
τ 4 Bu¨ndelgeometrie von einem dreidimensionalen Einsteinschen Raum
herru¨hrt. Nach einem Theorem der Riemannschen Geometrie ist jeder Einsteinsche,
konformal flache Raum ein Raum konstanter Kru¨mmung. In unserem Fall erkennt
man mit Hilfe der Gleichung (IV.9.b) sofort die Gu¨ltigkeit diese Theorems, da dort
∗
R, ausgedru¨ckt mit Hilfe der Fasermetrik B2, die fu¨r einen Raum mit konstanter
Kru¨mmung notwendige Gestalt hat. Aus diesem Grund ist die gesamte
∩
τ 4 Bu¨ndelgeometrie,
welche hier mit der totalen 4-Geometrie der Raum-Zeit u¨bereinstimmt, die Pullback-
Geometrie eines Modellraumes mit konstanter Kru¨mmung. Ein Beispiel fu¨r solch
einen Modellraum ist die dreidimensionale (pseudo-) Spha¨re S3(σ). Die Berechnung
der Pullback-Geometrie la¨ßt sich leicht bewerkstelligen und wird außerdem die
Entstehung einer flachen Konnexion begru¨nden, welche den Teleparallelismus erzeugt.
Diese flache Konnexion, welche wir
◦
ω nennen wollen, ist folgendermaßen definiert
(σ) ◦ωµ = A¯iµ L
i +Biµ l
i
(σ) , (IV.15)
wobei {Li, li(σ)} die Rotations- und Boostgeneratoren der vierdimensionalen Rotationsgruppen
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SO(4) bzw. SO(1,3) sind, je nachdem ob σ positiv oder negativ ist:
[
Li, Lj
]
= ǫijk L
k (IV.16.a)[
li(σ), L
j
]
= ǫijk l
k (IV.16.b)[
li(σ), l
j
(σ)
]
= σǫijk L
k . (IV.16.c)
Die Liealgebra-wertige 1-Form (σ)
◦
ω(IV.15) wirkt als eine Konnexion im Prinzipalbu¨ndel
(σ)λˆ4 der
(σ)g-orthonormalen Tetraden {Eˆ} u¨ber der Raum-Zeit mit der Metrik
(σ)g = diag(σ,−1,−1,−1). Fu¨r σ = +1 ist λˆ4 identisch mit dem Prinzipalbu¨ndels
◦
λ4, assoziert zum Tangentialbu¨ndel
◦
τ 4 der Minkowskischen Raum-Zeit.
(σ) ◦ω ist
eine flache Konnexion, wie durch Berechnen der zugeho¨rigen Kru¨mmung (σ)
◦
Ω
mit Hilfe der Gleichungen (IV.9.a) and (IV.10) leicht festgestellt werden kann.
Aufgrund dieser Tatsache erhalten wir eine eindeutige globale Lo¨sung Eˆ(x) der
Cartanschen Strukturgleichungen
∂µEˆα = Eˆβ
(σ) ◦ωβαµ , (IV.17)
so daß das Prinzipalbu¨ndel (σ)λˆ4 tatsa¨chlich trivial ist und deshalb einen eindeutigen
Teleparallelismus definiert. Die Strukturgleichungen (IV.17) ko¨nnen nun nach den
Konnexionskoeffizienten A und B aufgelo¨st werden:
Aiµ =
1
2
ǫi
jk
(
Eˆ j · ∂µEˆk
)
(IV.18.a)
Biµ = −
(
Eˆ i · ∂µEˆ0
)
. (IV.18.b)
Aus diesen Gleichungen la¨ßt sich die Gu¨ltigkeit der Trivialisierungsbedingungen
(IV.9.a) und (IV.10) direkt verifizieren.
Da wir einen globalen Schnitt Eˆ von λˆ4 jetzt kennen, la¨ßt sich die erste Komponente
Eˆ0 := nˆ als ein Schnitt im korrespondierenden (pseudo-) Spha¨renbu¨ndel (
(σ)g(nˆ, nˆ) =
σ) auffassen, welcher die Gauß-Abbildung [nˆ] der Raum-Zeit E1,3 auf eine Einheits
(pseudo-) Spha¨re S3(σ) definiert [11]
[nˆ] : E1,3 → S3(σ) . (IV.19)
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Dieser Schnitt definiert auch die repra¨sentative Distribution∆, welche das repra¨sentative
Bu¨ndel τ 4 festlegt (vgl. die Untersuchung in [III.1]). τ 4 wird durch die Pullback-
Abbildung des Tangentialbu¨ndels von S3(σ) erzeugt. Es zeigt sich also, daß die
Raum-Zeit als Pullback-Geometrie bezu¨glich der Gauß Abbildung [nˆ] von S3(σ)
aufgefasst werden kann. Die Fasermetrik B2 entspricht der ersten Fundamentalform
von S3(σ) und hat daher die folgende Gestalt
∗
Bµν = ′c2 (∂µnˆ) (∂ν nˆ) . (IV.20)
Das Linienelement der Raum-Zeit wird somit
d
∗
s 2 =
∗
Gµν dx
µdxν (IV.21)
= (pµdx
µ)2 + ′c
2 (dnˆ)2
= (dθ)2 − ′c2

 (dκ)
2 + sinh2 κ (drˆ)2, σ = +1
(dκ)2 + sin2 κ (drˆ)2, σ = −1
.
Dabei erzeugt die
”
Universalzeit“ θ den charakteristischen Vektor p gema¨ß
pµ = ∂µθ . (IV.22)
Der erzeugende Schnitt nˆ wurde folgendermaßen parametrisiert
nˆ =

 cosh κ tˆ+ sinh κ rˆ, σ = +1cosκ tˆ+ sin κ rˆ, σ = −1 , (IV.23)
wobei das Linienelement der 2-Spha¨re wie gewo¨hnlich mit Hilfe der spha¨rischen
Polarkoordinaten ϑ, ϕ ausgedru¨ckt werden kann
(drˆ)2 = dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2 . (IV.24)
In dieser Form verwendet man das Linienelement (IV.21) im
”
Standardmodell“
der Kosmologie [23]. Es beschreibt ein geschlossenes (σ = −1) bzw. offenes (σ =
+1) Universum, das mit der Topologie R1 ⊗ S3(σ) ausgestattet ist. Es gibt jedoch
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einen wichtigen Unterschied: in unserem Fall ist der Radius ′c der (pseudo-) Spha¨re
konstant ,wogegen im Standardmodell der Radius einer bestimmten Bewegungsgleichung
unterworfen ist, welche aus den Einsteinschen Gleichungen abgeleitet werden kann
und die Entwicklung des Universums beschreibt. Das unrealistische Verhalten
unseres Modells beruht auf der Wahl eines verschwindenden Hubble-Tensors H
(vgl. (IV.3.a)). Es ist nun trotzdem interessant, den Energie-Impulstensor T dieses
Modelluniversums mit Hilfe der Einsteinschen Gleichungen (III.87) zu untersuchen.
Der Einstein Tensor
∗
E (III.86) la¨ßt sich mit Hilfe des Ricci Tensors (IV.14) folgendermaßen
ausdru¨cken
∗
Eµν= − σ
′c2
(Bµν + 3pµpν) . (IV.25)
Dieser Einstein Tensor erzeugt einen Energie-Impuls von der Form wie ihn eine
ideale Flu¨ssigkeit besitzt
(id)Tµν = Mpµpν − PBµν . (IV.26)
Dabei sind der Druck P und die Massen-Energiedichte wie folgt verknu¨pft
∗
P= −1
3
∗
M . (IV.27)
Abgesehen von dem unphysikalischen Minuszeichen ist dies die Zustandsgleichung
fu¨r ein ideales Gas von masselosen Teilchen. Trotz des etwas unrealistischen Verhaltens
des Modelluniversums erkennt man den Einfluß der reinen 3-Geometrie auf den
Energie-Impulsinhalt der Raum-Zeit, welcher in der Erzeugung von Druck
∗
P und
Energiedichte
∗
M besteht:
∗
P =
σ
8πL2P ′c
2
(IV.28.a)
∗
M = − 3σ
8πL2P ′c
2
. (IV.28.b)
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Unser Modell ist aber aus einem weiteren Grund physikalisch nicht akzeptabel.
Aufgrund des Auftretens des charakteristischen Vektors p im Vakuumtensor (IV.26)
wird ein spezielles Lorentzbezugssytem ausgezeichnet! Zwar ist gegen das Auftauchen
eines solchen Bezugssystems im Falle des Vorhandenseins von Materie nichts einzuwenden,
denn wir ko¨nnen mit Hilfe der Materieverteilung ein solches Bezugssystem sicher
errichten, jedoch muß der Vakuumzustand des Universums lokal die volle Lorentzsymmetrie
besitzen und somit kann der Vakuum Energie-Impulstensor nur proportional zur
Metrik G sein. Mit anderen Worten: die Foliation darf nicht explizit im Energie-
Impulstensor auftauchen. Wir werden sehen, daß sich dies in der Tat erreichen la¨ßt,
wenn die 4-Kru¨mmung R (III.69) ausschließlich durch die extrinische Kru¨mmung
der charakteristischen Fla¨chen erzeugt wird. D.h wir werden den Fall einer Euklidischen
Foliation untersuchen. Da der Vakuumzustand hochsymmetrisch sein muß, werden
wir ihn, wie im obigen Beispiel, mit der Pullback-Geometrie einer 3-(pseudo)
Spha¨re S3(σ) austatten. S
3
(σ) ist parallelisierbar und deshalb wollen wir versuchen
eine Verallgemeinerung innerhalb dieser speziellen Klasse von Ra¨umen zu finden.
IV.2 Parallelisierbare Ra¨ume
Um eine hinreichend allgemeine Klasse von parallelisierbaren Raum-Zeiten zu
finden, kombinieren wir die Gleichungen (III.41) (III.46):
D¯µBiν = −pν Hλµ Biλ (IV.29)
und wa¨hlen dann den reduzierten Hubble-Tensor h (III.47.a) zu
hµν = −1
l
Bµν . (IV.30)
Damit erhalten wir fu¨r (IV.29) einen einfacheren Ausdruck
D¯µBiν = 1
l
Biµpν − ϕipµpν . (IV.31)
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Die La¨nge l ist eine Raum-Zeit Funktion und der Higgsskalar ϕ das τ 4 Bild des
∩
τ 4
Schnittes f (Frobenius Vektor) bezu¨glich des Bu¨ndelisomorphismus [B] (III.27.a),
(III.27.b).
ϕi = Biµfµ . (IV.32)
Aufgrund der Symmetrie des reduzierten Hubble-Tensors h (IV.30) ko¨nnen wir
einen integrierenden Faktor λ einfu¨hren, so daß eine Universalzeit θ existiert:
∂µθ = λ pµ . (IV.33)
Wir definieren nun den Radius R (= R(θ)) des Universums als Funktion der
Universalzeit θ durch
R˙
R = −
1
lλ
≡ H
λ
. (IV.34)
Das ermo¨glicht es uns, die A¨therfelder B umzuskalieren
Biµ := R−1Biµ , (IV.35)
wobei deren Ableitung symmetrisch wird
D¯µBiν = 1
lλR [Biµ(∂νθ) + Biν(∂µθ)]−
1
R ϕipµpν , (IV.36)
d.h.
D¯µBiν − D¯νBiµ = 0 . (IV.37)
Im vorangehenden Beispiel (IV.3.a), (IV.3.b) wurde schon erwa¨hnt, daß die Gleichung
(IV.37) die eine Ha¨lfte der notwendigen und hinreichenden Bedingungen fu¨r die
Existenz einer trivialen Konnexion (σ)
◦
ω fu¨r das Prinzipalbu¨ndel (σ)λˆ4 darstellt. Wir
ko¨nnen deshalb diese Bedingung durch Hinzunahme der entsprechenden anderen
Ha¨lfte vervollsta¨ndigen
F¯ iµν = σǫi
jkBjµBkν . (IV.38)
Damit ist automatisch die Bianchi Identita¨t erfu¨llt
D¯λF¯ iµν + D¯µF¯ iνλ + D¯νF¯ iλµ = 0 . (IV.39)
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Die Argumentation, welche von (IV.15) nach (IV.21) gefu¨hrt hat, la¨ßt sich natu¨rlich
auch auf unser vorliegendes Beispiel anwenden. Der Radius des Universums ist jetzt
aber eine Funktion der Universalzeit θ. Das Linienelement (IV.21) verallgemeinert
sich deshalb zu
ds2 =
(
dθ
λ
)2
−R2(θ)

 (dκ)
2 + sinh2 κ (drˆ)2, σ = +1
(dκ)2 + sin2 κ (drˆ)2, σ = −1 .
Um zu einer Form des Linienelementes zu gelangen, wie man sie in der Standardkosmologie
findet, benu¨tzen wir einen verschwindenden Frobeniusvektor (f≡ 0), so daß sich λ
auf 1 reduziert.
Wir kombinieren nun die S3(σ) Pullback-Geometrie mit der Bedingung fu¨r eine
Euklidische Foliation, um eine physikalisch akzeptable Vakuumstruktur fu¨r das
leere Universum zu erhalten.
IV.3 Euklidische Foliation
Die Euklidischen Foliation ist nicht nur rein formal interessant, sondern besitzt
auch einen wichtigen philosophischen Aspekt. Akzeptiert man die Tatsache, daß die
Gravitationsselbstwechselwirkungen im Vakuumzustand, ebenso wie alle anderen
Wechselwirkungen, einen bestimmten Energie-Impulsbetrag (e)T besitzen, so la¨ßt
sich (e)T in die rechte Seite der Einsteinschen Feldgleichungen einsetzen. Wir
erhalten dann ein inhomogenes Gleichungssystem, welches das leere Universum
(den klassischen Vakuumzustand) bestimmt
Eµν = 8πL
2
P
(e)Tµν . (IV.40)
In diesem Fall kann der Vakuumzustand aber nicht mit dem flachen Minkowski
Raum (Eµν ≡ 0) der Einsteinschen Theorie u¨bereinstimmen. Der Vakuumzustand
muß deshalb mit einer nicht-trivialen Riemannschen Geometrie ausgestattet sein!
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Jedoch sollte aufgrund der besonderen Rolle der Gravitationswechselwirkungen
ein gewisser Unterschied existieren in der Art und Weise, wie die Vakuumenergie
den Raum im Vergleich zu normaler Materie kru¨mmt. Eine Lo¨sung dieses Problems
besteht darin, das Vakuum der Raum-Zeit durch die Gravitationskra¨fte so kru¨mmen
zu lassen, daß die charakteristischen 3-Fla¨chen flach bleiben. Mit anderen Worten,
die Gleichung (III.40) muß gelten. Ist nun Materie vorhanden, so mu¨ssen die
Einsteinschen Gleichungen eine Lo¨sung ergeben, welche die charakteristische Kru¨mmung
∩
R (III.68) auschließlich auf den Einfluß realer Materie zuru¨ckfu¨hrt. Wir werden
spa¨ter ein Beispiel hierfu¨r angeben, aber zuerst wollen wir den physikalisch richtigen
Vakuumzustand fu¨r den Fall finden, daß nur die A¨therfelder im Universum vorhanden
sind.
Fu¨r die Vakuumform (0)Hi der Funktion Hi machen wir den Ansatz
(0)Hiµλ = 1
l
Biλpµ + 1
L
ǫi
jkBjλBkµ (IV.41)
(l, L = const.) .
Der Hubble-Tensor H wird sodann nach Gleichung (II.25)
(0)Hµν = −1
l
Bµλ . (IV.42)
Durch Vergleich von (IV.41) und (IV.42) erkennen wir den Unterschied in der
Bedeutung der La¨ngenparameter L und l: Der Hubble-TensorH (IV.42) entha¨lt die
La¨nge L nicht. Aus diesem Grund ist L ein a¨ußerer Parameter des Gravitationsfeldes,
wogegen l die Bedeutung eines inneren Parameters hat. Wir sehen, daß die Symmetrie
vonH, genauso wie im zuvor untersuchten Modell, die Existenz einer Universalzeit
θ (IV.33) garantiert. Wir ko¨nnen deshalb in Gleichung (IV.33) λ ≡ 1 setzen. Um
die vollsta¨ndige Vakuumdynamik zu erhalten, machen wir fu¨r die Funktion F i
(II.22) den folgenden Ansatz
Fiµν = f||ǫijkBjµBkν + 2f⊥Bi[µpν] (IV.43)
(f||, f⊥ = const.) .
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Die Bianchi Identita¨t (II.23) lautet somit
0
!
= DλFiµν +DµFiνλ +DνFiλµ (IV.44)
= 2
(
f⊥
L
− f||
l
)
ǫi
jk (pλBjµBkν + pµBjνBkλ + pνBjλBkµ) .
Die La¨ngenparameter {f||, f⊥} mu¨ssen daher folgendermaßen mit den Gro¨ßen
{l, L} verknu¨pft sein
f||
l
=
f⊥
L
. (IV.45)
Der Riemannsche Kru¨mmungstensorR (III.85) unseres Modelluniversums ((IV.41)
- (IV.43)) la¨ßt sich leicht berechnen, wenn wir beru¨cksichtigen, daß der Frobeniusvektor
f (III.47.a) und der schief-symmetrische Teil
−
h (III.48.c) des Hubble-Tensors H
identisch verschwinden. Fu¨r den symmetrische Tensor k (III.78) erhalten wir dagegen
(0)kµν =
1
l2
Bµν . (IV.46)
Daraus bestimmt sich R zu
1
2
(0)Rµσνλ =
+
hµ[λ
+
hν]σ + pµp[λkν]σ − pσp[λkν]µ (IV.47)
=
1
l2
Gµ[λGν]σ .
Die Vakuumgeometrie wird also durch einen Raum mit konstanter Kru¨mmung
realisiert, welcher nach den mikroskopischen Feldgleichungen
DλBiµ = 1
l
Biλpµ + 1
L
ǫi
jkBjλBkµ (IV.48)
∇λpµ = −1
l
Bµλ (IV.49)
in die charakteristischen 3-Fla¨chen zerlegt ist.
Als na¨chstes wollen wir uns davon u¨berzeugen, daß dies eine Euklidische Foliation
ist. Dazu berechnen wir den Eichvektor C (III.38) und erhalten
(0)Ciµ =
1
2
ǫi
jkBjσ (0)Hkσµ = − 1
L
Biµ . (IV.50)
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Mit Hilfe von Gleichung (III.39) ergibt sich fu¨r die intrinsische Kru¨mmung F¯ des
repra¨sentativen Bu¨ndels τ 4 der folgenden Ausdruck
F¯ iµν =
(
f|| − 1
L2
)
ǫi
jkBjµBkν +
(
f⊥ − 1
lL
)
(Biµpν − Biνpµ) . (IV.51)
Die charakteristischen 3-Fla¨chen besitzen also genau dann eine Euklidische Geometrie
(F¯ ≡ 0), wenn wir verlangen
f|| =
1
L2
(IV.52.a)
f⊥ =
1
lL
. (IV.52.b)
Die Funktion F (IV.43) wird damit
(0)Fiµν = 1
L2
ǫi
jkBjµBkν + 1
lL
(Biµpν − Biνpµ) . (IV.53)
Fassen wir zusammen: Der klassische Vakuumzustand des Universums ist ein
Raum konstanter Kru¨mmung (IV.47), welcher nach den mikroskopischen Gleichungen
(IV.48) und (IV.49) sowie nach (IV.53) in flache 3-Hyperfla¨chen zerlegt wird
(Euklidische Foliation). Der korrespondierende Einstein-Tensor (0)E ergibt sich
nach Gleichung (III.89) zu
(0)Eµν =
3
l2
Gµν (IV.54)
woraus wir mit Hilfe der Vakuum-Einsteingleichungen
(0)Eµν = 8πL
2
P
(0)Tµν (IV.55)
einen nichtverschwindenden Vakuum Energie-Impulstensor (0)T erhalten
(0)Tµν =
3
8πL2P l
2
Gµν . (IV.56)
Dieser Energie-Impulstensor ist physikalisch akzeptabel, da in ihm der charakteristische
Vektor p, welcher den A¨therfluß beschreibt, nicht auftaucht. Mit anderen Worten,
der A¨therwind ist nicht meßbar! Trotzdem taucht nun die Frage auf woher der
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nichtverschwindende Energie-Impulstensor herru¨hrt. Da die A¨therfelder die einzigen
Objekte sind, welche im materiefreien Universum existieren, sind sie es, die den
Energie-Impulsinhalt des Vakuums erzeugen. Wir werden diese Annahme sogleich
beweisen, vorher wollen wir jedoch die A¨therspindichte untersuchen.
Die charakteristische Kontorsion
∩
K la¨ßt sich leicht aus Gleichung (III.46) bestimmen:
∩
K
λ
µν = −1
l
(
pλBµν − pµBλν
)
. (IV.57)
Daraus erhalten wir unmittelbar fu¨r die charakteristische Torsion
∩
Z (III.47) den
Ausdruck
∩
Z
σ
νλ = −1
l
Bσ [νpλ] , (IV.58)
welcher vertra¨glich ist mit dem Oberfla¨chentheorem (III.1.b), (III.1.c). Die relative
Kontorsion
∪
K dagegen reduziert sich zu einer reinen Oberfla¨chengro¨ße, welche mit
der relativen Torsion
∪
Z u¨bereinstimmt:
∪
Z
λ
µν =
∪
K
λ
µν = − 1
L
ǫijkBiλBjνBkµ (IV.59)
≡ − 1
L
∗pλνµ .
Die gesamte Spindichte Σ = (p)Σ + (B)Σ stimmt mit dem Poincare´dual ∗p des
charakteristischen Vektorfeldes p u¨berein
Σµνλ =
1
2πL
∗pµνλ . (IV.60)
Damit erhalten wir eine sehr einfache Beziehung zwischen der relativen Torsion
∪
Z
und dem Spin Σ
∪
Z
λ
µν = 2πΣ
λ
µν . (IV.61)
Dieses bemerkenswerte Ergebnis besagt, daß die flachen 3-Hyperfla¨chen mit einer
nicht-trivialen Oberfla¨chentorsion ausgestattet sind, welche fu¨r L→∞ verschwindet,
wobei wir ebenfalls l →∞ gesetzt haben (vgl. weiter unten). Die Vakuumdynamik
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(IV.48), (IV.49) wird in diesem Grenzfall trivial und die Riemannsche Vakuumstruktur
reduziert sich zum flachen Minkowski Raum.Wir sehen also, daß der Spinparameter
L fu¨r die kompliziertere Vakuumstruktur verantwortlich ist.
IV.4 Die Vakuumenergie
Die Vakuumdynamik (IV.48), (IV.49) und (IV.53) ist der Ausgangspunkt fu¨r
die Definition der entsprechenden Vakuum Energie-Impulsdichte (0)T. Wir werden
natu¨rlich die Vakuumdichte (0)Tmit dem Energie-Impulsinhalt (e)T der A¨therfelder
in der Vakuumkonfiguration identifizieren. Um den Energie-Impulstensor (e)T in
einer beliebigen A¨therkonfiguration zu erhalten, liegt es nahe den kanonischen
Formalismus anzuwenden. Wenn das A¨therfeldsystem im flachen Raum bekannt
wa¨re, ko¨nnte man es dann mit Hilfe des A¨quivalenzprinzips, welches fu¨r Gleichungen
erster Ordnung gilt, in den gekru¨mmten Raum u¨bertragen. Leider funktioniert
dies in unserem Fall nicht, da das Gleichungssystem erster Ordnung (IV.48),
(IV.49) und (IV.53) im flachen Raum inkonsistent ist. Der Grund liegt darin,
daß es die Riemannsche Struktur der Raum-Zeit eindeutig bestimmt (vgl. auch
III). Wir mu¨ssen deshalb zuerst ein System von Gleichungen zweiter Ordnung aus
der Vakuumdynamik konstruieren. Auf dieses Gleichungssystem wenden wir dann
den kanonischen Formalismus im flachen Raum an und erhalten so den Energie-
Impulsinhalt (e)T der A¨therfelder.
Durch eine weitere Differentiation des Systems (IV.48), (IV.49) erreichen wir
eine Entkopplung der Feldvariablen:
∇λ∇λpµ = − 3
l2
pµ (IV.62.a)
DλDλBiµ = − 1L2Biµ (IV.62.b)( 1
L2 :=
1
l2
− 2
L2
)
.
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Die Divergenz des Feldsta¨rketensors (0)F (IV.53) ergibt
Dµ (0)Fiµν = −ǫijk (0)Bjµ
(
Dν (0)Bkµ
)
(IV.63)
(
(0)Biµ :=
1
L
(
1 +
L2
l2
) 1
2
Biµ ≡ ′c−1Biµ
)
und schließt das Gleichungssystem zweiter Ordnung. Diese Gleichungen vom Klein-
Gordon bzw. Yang-Mills-Higgs Typ sind nun formal entkoppelt und wu¨rden in
einer quantisierten Version dieser Theorie die Existenz von Spin-1 Teilchen nach
sich ziehen, welche die Bestandteile des A¨thers sind. Ein Teilchen dieser Art wollen
wir
”
Gravon“ nennen. Die typische Gravonmasse la¨ßt sich aus Gleichung (IV.62.a)
herleiten:
mG =
√
3
~
|l|c . (IV.64)
Interessant hierbei ist, daß diese Massenformel die Tra¨gheits-Eigenschaft eines
Elementar-Teilchens mit einer globalen Eigenschaft der Raum-Zeit verknu¨pft, na¨mlich
mit der Hubble-Konstanten H (vgl. (IV.34)). Eine Beziehung dieser Art ist unter
dem Begriff Mach’sches Prinzip bekannt! Benu¨tzen wir den heutigen Wert fu¨r die
Hubble-Konstante
H ≡ R˙R = −
1
l
≈ 1
1.7 · 1028[cm] , (IV.65)
so ergibt sich fu¨r das Gravon eine Masse von
mG ≈ 3 · 10−66[g] ≈ 10−39mel . (IV.66)
D.h das Gravon ist praktisch masselos. Wie man der Klein-Gordongleichung (IV.62.b)
entnehmen kann, muß der La¨ngenparameter l immer kleiner als der Spinparameter
L sein damit wir einen reellen Wert fu¨r die Gravonmasse erhalten. Aus den Gleichungen
zweiter Ordnung fu¨r die Vakuumdynamik (IV.62.a), (IV.62.b) und (IV.63) ko¨nnen
wir nun mit Hilfe des kanonischen Formalismus den korrespondierenden Energie-
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Impulstensor (e)T fu¨r das gesamte A¨therfeldsystem konstruieren: 1
(e)Tµν =
(p)Tµν +
(B)Tµν +
(F)Tµν (IV.67.a)
(p)Tµν =
1
4π
(∇µpλ)
(∇νpλ)−GµνΛp (IV.67.b)
(B)Tµν = − 1
4π
(DµBiλ)
(DνBiλ)−GµνΛB (IV.67.c)
(F)Tµν =
1
4π
F iµλFiνλ −GµνΛF , (IV.67.d)
mit den folgenden Ausdru¨cken fu¨r die Lagrangedichten Λ
Λp =
1
8π
[
(∇µpν) (∇µpν)− 3
l2
pµpµ
]
(IV.68.a)
ΛB = − 1
8π
[(DµBiν) (DµBiν)− 1L2 BiµBiµ
]
(IV.68.b)
ΛF =
1
16π
FiµνF iµν . (IV.68.c)
Ersetzen wir hier die Ableitungen erster Ordnung der A¨therfelder durch die aus
der Vakuumdynamik (IV.48) und (IV.49) folgenden Ausdru¨cke und den Eichtensor
F durch Gleichung (IV.53), dann wird die A¨therdichte (e)T
(e)Tµν =
3
8π
1 +
L2
l2
L4
Gµν . (IV.69)
Fu¨r das Vakuum sind nun die A¨therdichte (e)T und die Vakuumdichte (0)T
(IV.56) identisch. Aufgrund dieser Identifikation erhalten wir die folgende Bedingung
fu¨r die La¨ngenparameter {l, L}:
L2P = L
2 L
2
L2 + l2
. (IV.70)
Dieser Ausdruck ist eine Bestimmungsgleichung fu¨r den Spinparameter L als Funktion
des inneren Parameters l.
Werden beide La¨ngenparameter {l, L} unendlich, so verschwinden die A¨therdichte
(e)T (IV.69) genauso wie der Vakuum Einstein-Tensor (0)E (IV.54) und die Einsteingleichungen
1Eine ausfu¨hrliche Ableitung findet sich in Kapitel V
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(IV.40) sind trivialerweise erfu¨llt. Es liegt dann ein triviales Vakuum (Minkowskische
Raum-Zeit) vor. Ein endlicher Wert von l erzwingt jedoch aufgrund der Einsteingleichungen
(IV.40) ebenfalls einen endlichen Wert fu¨r L. Wir sehen also, daß die Existenz eines
nichttrivialen Vakuums von der klassischen Anregung eines Spinfreiheitsgrades des
A¨therfeldes herru¨hrt!
Physikalisch gesehen wird das nichttriviale Vakuum durch das folgende Linienelement
charakterisiert (θ ≡ t):
ds2 = dt2 −
(R(t)
R∗
)2 (
dx2 + dy2 + dz2
)
. (IV.71)
Den RadiusR des Universums erhalten wir durch Integration der Hubble-Konstanten
(IV.34) (λ = 1)
R(t) = R(t∗) exp
(
−t− t∗
l
)
. (IV.72)
Das Universum ist also offen und expandiert (l < 0) bzw. kontrahiert (l > 0)
exponentiell bezu¨glich eines Referenzzeitpunktes t∗. Da die Energiedichte
(0)U des
Vakuums konstant ist (vgl. (IV.69)), gilt
(0)U := (0)Tµνpµpν = 3
8πL2′c2
. (IV.73)
Die Energie, welche sich in einem 3-Volumen V = R3 befindet, nimmt exponentiell
ab bzw. zu
(0)U = (0)U · V = 3R
3
∗
8πL2′c2
exp
(
−3 t− t∗
l
)
. (IV.74)
Die Arbeit δA, welche an dem 3-Volumen V durch den Vakuumdruck (0)P
(0)P = −(0)U = − 3
8πL2′c2
(IV.75)
verrichtet wird, betra¨gt
δA = −(0)PδV = +(0)UδV . (IV.76)
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Demnach ist das Energieerhaltungsgesetz erfu¨llt
d(0)U
dt
− dA
dt
= 0 . (IV.77)
D.h die Expansion bzw. Kontraktion des Vakuums ist adiabatisch.
In der Literatur wird die vorliegende Vakuum-Konfiguration als
”
deSitter-
Universum“ bezeichnet. In der herko¨mmlichen Gravitationstheorie [23] beschreibt
diese Konfiguration eine Lo¨sung der modifizierten Einstein-Gleichungen (IV.1) fu¨r
ein leeres Universum ((m)T ≡ 0), welches eine nicht-verschwindende kosmologische
Konstante besitzt (Λc 6= 0). Dabei werden folgende Annahmen gemacht:
i) Das Universum expandiert bzw. kontrahiert stetig und
ii) sieht fu¨r alle Beobachter, die sich mit der kosmologischen Flu¨ssigkeit mitbewegen,
immer gleich aus. Dabei spielt der Standort und der Zeitpunkt der Beobachtung
keine Rolle (
”
perfektes kosmologisches Prinzip“)
Innerhalb der vorliegenden mikroskopischen Gravitationstheorie ist diese konventionelle
Betrachtungsweise jedoch ho¨chst fragwu¨rdig: Das deSitter-Universum wird, wie
oben erwa¨hnt, als ein leeres Universum betrachtet. Es existiert keine kosmologische
Flu¨ssigkeit, welche als Bezugssystem fu¨r einen hypothetischen Beobachter benu¨tzt
werden kann. Die einzige Behauptung die man aufstellen kann, ist die, daß das
deSitter-Universum spezielle Klassen von Beobachtern zula¨ßt, fu¨r welche das Universum,
wie in i) und ii) aufgefu¨hrt, erscheint. ( Euklidische Foliation des deSitter-
Universums). Die verschiedenen Klassen lassen sich durch einen SO(1,4)-Boost,
welcher auf den einbettenden 5-dimensionalen pseudo-Euklidischen Raum E1,4
wirkt, ineinander u¨berfu¨hren. Das deSitter-Universum wird dabei als 4-dimensionale
pseudo-Spha¨re in E1,4 eingebettet.
Die mathematische Auswahl eines speziellen Beobachters aufgrund von Symmetrieu¨berlegungen
scheint vom physikalischen Standpunkt doch etwas unmotiviert zu sein. In unserer
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mikroskopischen Theorie ist dieser Schwachpunkt jedenfalls nicht vorhanden, da
diese auf dem Postulat aufgebaut ist, daß die Raum-Zeit spontan in Zeitrichtung
(p = dθ) und einen 3-dimensionalen Raum (
∩
∆) aufspaltet, wobei die mikroskopische
Dynamik (IV.48) und (IV.49) der Raum-Zeit automatisch eine deSitter-Struktur
mit Euklidischer Foliation auferlegt. Aus diesem Grund beno¨tigen wir die zwei
Forderungen i) und ii) nicht, um in unserer Theorie den Vakuumzustand zu definieren.
Der Vakuumzustand wird vielmehr durch Wahl der Objekte Hi und H (IV.41),
(IV.42) eindeutig festlegt. Diese einfachste Wahl bietet sich von selbst an, wenn wir
uns ins Geda¨chtnis rufen, daß außer den A¨therfeldern Bi, p keine anderen Gro¨ßen
zur Konstruktion der Objekte Hi, H im leeren Universum vorhanden sind.
Fassen wir zusammen. Wir haben gezeigt, daß die mikroskopische Dynamik
(IV.48), (IV.49) und (IV.53) eine Riemannsche Struktur der Raum-Zeit liefert,
welche alle Eigenschaften eines klassischen Vakuums besitzt:
i) Die Raum-Zeit Geometrie ist hochsymmetrisch (Symmetriegruppe: SO(1,4))
und wird durch einen parallelisierbaren Riemannschen Raum konstanter
Kru¨mmung erzeugt. Anzahl der Symmetrie-Operationen: 1
2
· 5 · 4 = 10
ii) Der Vakuumgrundzustand ist eindeutig und seine Energie-Impulsdichte (0)T
ist proportional zur Metrik G.
iii) Die Vakuumdichte (0)T la¨ßt sich mit der kanonischen Energie-Impulsdichte
(e)T der A¨therfelder identifizieren.
iv) Da die A¨therfelder die Bestandteile der Riemannschen MetrikG sind, ko¨nnen
wir die A¨therdichte (e)T ebenfalls mit dem Energie-Impuls der Gravitationskra¨fte
identifizieren. Letztere erzeugen dann nach den Einsteinschen Gleichungen
(IV.40) die Raumkru¨mmung in fast der gleichen Art und Weise wie die
u¨brige Materie. Der Unterschied besteht darin, daß der Energie-Impulstensor
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der Gravitation die charakteristischen Fla¨chen nicht intrinsisch sondern nur
extrinsisch kru¨mmt!
IV.5 Vakuum-Anregungen
Im letzten Abschnitt haben wir festgestellt, daß der Grundzustand des klassischen
Vakuums, innerhalb der mikroskopischen Gravitationstheorie, eine dynamische
Rolle spielt. Die na¨chste Frage, die sich nun unmittelbar stellt, muß sich daher auf
mo¨gliche Abweichungen vom Vakuum-Grundzustand beziehen. (Quantenfeldtheoretisch
gesehen wu¨rden solche angeregte Zusta¨nde einer nichtverschwindenden Anzahl von
Gravonen entsprechen). Diese Abweichungen vom Grundzustand besitzen nicht
mehr die hohe Symmetrie des Grundzustandes, d.h der Energie-Impulstensor wird
aufgrund der Vakuumanregung nicht mehr proportional zum Metriktensor G sein
(vgl. (IV.56)). Diese Vakuumanregungen ko¨nnen also nicht mehr durch einen
kosmologischen Term beschrieben werden. Wir wollen dies im folgenden anhand
eines speziellen Typs einer klassischen Vakuumanregung untersuchen. Dieser Vakuumzustand
ergibt sich durch eine leichte Verallgemeinerung der Grundzustands-Tensoren (0)H
und (0)H (IV.41), (IV.42):
Hiµλ = ϕBiλpµ + φǫijkBjλBkµ (IV.78.a)
Hµλ = −ϕBµλ . (IV.78.b)
Die skalaren Felder ϕ und φ sind willku¨rliche Raum-Zeit Funktionen. Der Einfachheit
halber beschra¨nken wir uns auf den speziellen Fall, daß beide Felder nur von der
Universalzeit θ abha¨ngen, d.h. wir setzen
∂µϕ = ϕ˙ pµ (IV.79.a)
∂µφ = φ˙ pµ . (IV.79.b)
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Damit das Gleichungssystem (IV.78.a), (IV.78.b) geschlossen ist, beno¨tigen wir
noch einen Ansatz fu¨r die SO(3) Feldsta¨rke F . Ein naheliegender Ansatz ist
die Gleichung (IV.43), wobei die Gro¨ßen f⊥ und f|| jetzt aber Funktionen u¨ber
der Raum-Zeit sind. Die verallgemeinerten Gleichungen fu¨r die Vakuum-Dynamik
lauten also
DλBiµ = ϕBiλpµ + φǫijkBjλBkµ (IV.80.a)
∇λpµ = −ϕBµλ (IV.80.b)
Fiµλ = f||ǫijkBjµBkλ + 2f⊥Bi[µpλ] . (IV.80.c)
Das Problem besteht nun darin, nichttriviale Lo¨sungen B , p, ϕ und φ zu
finden, wobei die geometrische Bedeutung der skalaren Gro¨ße ϕ durch die Hubble-
Konstante gegeben ist (vgl. (IV.34), λ = 1)
H ≡ 1
3
Hµµ = −ϕ = R˙R . (IV.81)
Die nichttrivialen Lo¨sungen von (IV.80.a) - (IV.80.c) beschreiben dann ein dynamisches
Universum, dessen zeitliche Entwicklung durch den Energie-Impulsinhalt der Vakuumanregungen
bestimmt wird. Geometrisch gesehen bestehen diese Anregungen aus etwas komplizierteren,
spontanen Aufspaltungen der 4-dimensionalen Raum-Zeit in einen 3-Raum und
eine Zeitrichtung. Die Dynamik dieser (1+3) Zerlegung wird aber nur teilweise
durch die mikroskopischen Gleichungen (IV.80.a) - (IV.80.c) bestimmt. Das Gleichungssystem
muß durch Bewegungsgleichungen fu¨r ϕ und φ vervollsta¨ndigt werden, welche
wir aus den Einsteinschen Gleichungen (IV.40) fu¨r die Vakuumdynamik herleiten
mu¨ssen. D.h. wir beno¨tigen den Einsteintensor E und den Energie-Impulstensor
(e)T der angeregten A¨ther-Konfiguration. Diese zwei Gro¨ßen sind dann in die
Einsteingleichungen einzusetzen, um ein zusa¨tzliches Gleichungssystem fu¨r die
inneren und a¨ußeren Variablen ϕ, φ zu erhalten.
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Wir beno¨tigen dazu eine allgemeine Definition der Energie-Impulsdichte (e)T
fu¨r eine beliebige Konfiguration des A¨thersystems. Um zu einer solchen Verallgemeinerung
zu gelangen, betrachten wir nochmals den Vakuum-Grundzustand des vorausgegangenen
Abschnittes. Man sieht leicht, daß die Lagrangedichten ΛB (IV.68.b) und Λp (IV.68.a)
fu¨r den Grundzustand (IV.48), (IV.49) verschwinden. Aus diesem Grund ist es
naheliegend die folgende, allgemeinere Definition fu¨r die Energie-Impulsdichte des
A¨thersystems zu verwenden:
(e)Tµν =
1
4π′c2
(
HλµH
λ
ν −HiλµHiλν
)
+
1
4π
(
fiµλf
i
ν
λ − 1
4
Gµνfiρσf
iρσ
)
(IV.82)
(′c = konst.) .
Hierbei haben wir von der Tatsache Gebrauch gemacht, daß die SO(3) Kru¨mmung
F¯ der charakteristischen Fla¨chen verschwindet und der Eichtensor (0)F (IV.53)
deshalb allein durch den EichvektorC (III.38), wie in Gleichung (III.39), ausgedru¨ckt
werden kann. Wir schlagen nun vor, daß der Eichvektor C in dieser Form zur obigen
verallgemeinerten Definition fu¨r (e)T beitra¨gt, d.h. wir identifizieren
fiµν := −
(DµCiν −DνCiµ + ǫijkCjµCkν) . (IV.83)
Der interessante Punkt hierbei ist, daß durch die Definition (IV.82) der Energie-
Impulsinhalt des A¨thers ausschließlich vom zusa¨tzlichen Freiheitsgrad C herru¨hrt.
Dies ist ganz analog zum A¨therspin (vgl. Σ, (III.44) Um diesen Effekt deutlich zu
machen, brauchen wir nur den ersten Teil (p)T + (B)T von (e)T (IV.82), welcher
die Tensoren H und H entha¨lt, mit Hilfe von C auszudru¨cken, da in der zweiten
Ha¨lfte von (e)T nur f (IV.83) enthalten ist. Dru¨cken wir also den Hubble-Tensor
H mit Hilfe des Eichtensors H (II.25) aus, so ergibt sich
HλµH
λ
ν = HiσµHiρν pσpρ . (IV.84)
Damit erhalten wir fu¨r den ersten Teil von (e)T (IV.82)
HλµH
λ
ν −HiλµHiλν = −HiσµHiρν Bσρ . (IV.85)
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Als na¨chstes spalten wir den Eichtensor H in den charakteristischen, von C
unabha¨ngigen Teil H¯ und in einen C abha¨ngigen Teil auf:
D¯µBiν ≡ H¯iνµ = Hiνµ + ǫijkCjµBkν . (IV.86)
Man beachte, daß der C abha¨ngige Teil herausfa¨llt, wenn wir den Hubble-Tensor
H (II.25) berechnen. Aus diesem Grund taucht C auch u¨berhaupt nicht in der
Riemannschen Kru¨mmung R auf, welche ausschließlich eine Funktion des Hubble-
TensorsH und der 3-Kru¨mmung F¯ ist (vgl. (III.69)). Vergleichen wir die allgemeingu¨ltige
Zerlegung des Eichtensors H
Hiνµ = pνpλHiλµ + BλνHiλµ (IV.87)
mit der vorausgehenden Relation (IV.86), so ergibt sich unmittelbar
BλνHiλµ = −ǫijkCjµBkν . (IV.88)
Somit erhalten wir aus (IV.85), fu¨r den ersten Teil der Energie-Impulsdichte (e)T
(IV.82)
HλµH
λ
ν −HiλµHiλν = 2C iµCiν . (IV.89)
Damit findet man fu¨r (e)T in U¨bereinstimmung mit der obigen Behauptung:
(e)Tµν =
1
2π′c2
C iµCiν +
1
4π
(
fiµλf
i
ν
λ − 1
4
Gµνfiρσf
iρσ
)
. (IV.90)
Wir sehen, daß das A¨thersystem i.a. nur dann einen nicht-verschwindenden Energie-
Impuls (e)T (und Spin Σ) besitzt, wenn der zusa¨tzliche Freiheitsgrad C angeregt
ist.
Dieses etwas unerwartete Ergebnis legt nun eine neue Auffassung u¨ber den
Energie-Impulsinhalt der Gravitationskraft nahe. Wa¨hrend die fru¨heren Beziehungen
(IV.67.a) - (IV.67.d) dem A¨ther-System (B, p) einen Energie-Impulsinhalt zugesprochen
haben, na¨mlich (e)T + (B)T, so wird jetzt anhand der Beziehung (IV.89) deutlich,
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daß dieser Energie-Anteil eigentlich dem Eichfeld C zuzuordnen ist! Daher wird
man sich jetzt aufgrund der Beziehung (IV.90) auf den Standpunkt stellen, daß
der Energie-Impulsinhalt der Gravitationskraft einzig und allein vom C-Feld, also
den a¨ußeren Variablen (ex)M, getragen wird. Rein formal la¨ßt sich aber (e)T wegen
der Beziehung (III.38) auch durch das A¨therfeld B ausdru¨cken!
Als Beispiel betrachten wir die Vakuum-Dynamik (IV.80.a), (IV.80.b). Der
Ausdruck fu¨r den Eichvektor (0)C (IV.50) verallgemeinert sich zu
Ciµ = −φBiµ (IV.91)
und gibt der skalaren Gro¨ße φ die Bedeutung einer extrinsischen Variablen, welche
in der Energie-Impulsdichte (e)T, aber nicht in der Riemannschen Kru¨mmung R
auftaucht. Fu¨r das Feld f (IV.83) erhalten wir daher
fiµν = φ
2ǫi
jkBjµBkν −
(
φ˙− ϕφ
)
(Biµpν − Biνpµ) . (IV.92)
Mit diesem Ergebnis ko¨nnen wir nun den entsprechenden Energie-Impulstensor
(f)T berechnen und erhalten
(f)Tµν :=
1
4π
(
fiµλf
i
ν
λ − 1
4
Gµνfiρσf
iρσ
)
(IV.93)
=
1
8π
[(
φ˙− ϕφ
)2
+ φ4
]
(3pµpν − Bµν) .
Diese Form des Energie-Impulstensors entspricht dem einer idealen Flu¨ssigkeit
(id)Tµν = Mpνpµ − PBµν , (IV.94)
wobei die Energiedichte (f)M und der Druck (f)P durch folgende Ausdru¨cke gegeben
sind
(f)
M =
3
8π
[(
φ˙− ϕφ
)2
+ φ4
]
(IV.95.a)
(f)
P =
1
8π
[(
φ˙− ϕφ
)2
+ φ4
]
. (IV.95.b)
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Demnach gehorchen (f)M und (f)P einer thermodynamischen Zustandsgleichung fu¨r
ein ideales Gas von masselosen Teilchen (na¨mlich den SO(3) Eichbosonen des C
Feldes):
(f)
P =
1
3
(f)
M . (IV.96)
Der Energie-Impulsinhalt des B und p Feldes stellt sich als ein reiner Drucktensor
heraus:
(B)Tµν +
(p)Tµν :=
1
2π′c2
C iµCiν (IV.97)
=
1
2π′c2
φ2Bµν .
Damit ergibt sich der totale Energie-Impulsinhalt des gesamten A¨thersystems zu
(e)Tµν =
(B)Tµν +
(p)Tµν +
(f)Tµν (IV.98)
=
3
8π
[(
φ˙− ϕφ
)2
+ φ4
]
pµpν − 1
8π
[(
φ˙− ϕφ
)2
+ φ4 − 4
′c2
φ2
]
Bµν .
Der im letzten Abschnitt diskutierte Grundzustand (IV.56) kann hieraus wieder
zuru¨ckgewonnen werden durch die Substitution:
φ → 1
L
= konst. (IV.99.a)
ϕ → 1
l
= konst. . (IV.99.b)
IV.6 Die Konstruktion der Riemannschen Kru¨mmung
Um zu einer Lo¨sung des Gleichungssystems fu¨r die verallgemeinerte Vakuumdynamik
(IV.80.a) - (IV.80.c) zu gelangen, mu¨ssen wir zuerst den Riemannschen Kru¨mmungstensor
R aus diesen Gleichungen bestimmen. Zuna¨chst u¨berzeugen wir uns von deren
Widerspruchsfreiheit, das heißt, daß die Bianchi-Identita¨t (II.23) erfu¨llt sein muß.
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Eine direkte Berechnung ergibt fu¨r den Ansatz (IV.80.c)
DλFiµν+DµFiνλ+DνFiλµ =
[
f˙|| − 2
(
ϕf|| − φf⊥
)]
ǫi
jk (pλBjµBkν + pµBjνBkλ + pνBjλBkµ) .
(IV.100)
Wir haben dabei angenommen, daß die skalaren Felder f||, f⊥, a¨hnlich wie die
skalaren Gro¨ßen ϕ, φ (IV.79.a), (IV.79.b), auf jeder charakteristischen Fla¨che
konstant sind
∂µf|| = f˙|| pµ (IV.101.a)
∂µf⊥ = f˙⊥ pµ . (IV.101.b)
Anstelle von Bedingung (IV.45) gilt jetzt der allgemeinere Ausdruck
f˙|| = 2
(
ϕ f|| − φ f⊥
)
. (IV.102)
Als na¨chstes berechnen wir die charakteristische SO(3) Kru¨mmung F¯ (III.39),
welche eine Verallgemeinerung von (IV.51) ist:
F¯ iµν = f¯|| ǫi
jkBjµBkν + f¯⊥ (Biµpν − Biνpµ) , (IV.103)
wobei folgende Abku¨rzungen benutzt wurden:
f¯|| := f|| − φ2 (IV.104.a)
f¯⊥ := f⊥ −
(
ϕφ− φ˙
)
. (IV.104.b)
Im Gegensatz zum Grundzustand verschwindet die charakteristische Kru¨mmung
∩
R (III.68) nicht:
∩
Rµσνλ = f¯|| (BµνBσλ − BµλBσν) + f¯⊥
(
∗pµσλpν − ∗pµσνpλ
)
. (IV.105)
Fu¨r den parallelen Teil ||R (III.71) von R erhalten wir deshalb den folgenden,
allgemeineren Ausdruck
||Rµσνλ =
(
f¯|| − ϕ2
)
(BµνBσλ − BµλBσν) + f¯⊥
(
∗pµσλpν − ∗pµσνpλ
)
. (IV.106)
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Der orthogonale Teil (III.72) ergibt sich zu
⊥Rµσνλ =
(
ϕ2 − ϕ˙) (Bµλpσpν + Bσνpµpλ − Bσλpµpν − Bµνpσpλ) . (IV.107)
Man beachte, daß hier wie erwartet nur der intrinsische Skalar ϕ, aber nicht die
extrinsische Gro¨ße φ im Riemannschen Kru¨mmungstensorR = ⊥R+ ||R auftaucht.
Der totale Riemannsche Kru¨mmungstensorRmuß nun die zwei Bianchi-Identita¨ten
(III.62.a) und (III.62.b) erfu¨llen. Aufrund der ersten Bianchi-Identita¨t muß der
zweite Term in der charakteristischen Kru¨mmung
∩
R (IV.105) verschwinden, d.h
f¯⊥ ≡ 0 . (IV.108)
Die SO(3) Kru¨mmung F¯ (IV.103) vereinfacht sich deshalb zu
F¯ iµν = f¯|| ǫi
jkBjµBkν , (IV.109)
d.h. die charakteristischen Fla¨chen werden mit der Geometrie einer 3-(pseudo-)
Spha¨re S3(σ) ausgestattet. Mit Hilfe der Bianchi-Identita¨t fu¨r F¯ ko¨nnen wir eine
Beziehung zwischen dem Skalar f¯|| und dem Radius von S
3
(σ) herleiten. Zu diesem
Zweck ist es vorteilhaft, von der kovarianten Konstanz von BGebrauch zu machen.
Dazu gehen wir von der charakteristischen Ableitung
∩
D (III.9.b) aus, welche sich
jedoch auf die charakteristische Konnexion
∩
Γ mit nicht-verschwindender Torsion
∩
Z (III.47) bezieht. Deshalb muß die homogene Bianchi-Identita¨t durch ihre torsive
Verallgemeinerung ersetzt werden:
∩
Dλ F¯ iµν+
∩
Dµ F¯ iνλ+
∩
Dν F¯ iλµ = 2
(
F¯ iνσ
∩
Z
σ
µλ + F¯ iµσ
∩
Z
σ
λν + F¯ iλσ
∩
Z
σ
νµ
)
,
(IV.110)
mit der charakteristischen Torsion
∩
Z
∩
Z
σ
νλ = −1
2
ϕ (Bσνpλ − Bσλpν) . (IV.111)
Auch hier ha¨ngt wiederum die charakteristische Torsion
∩
Z ausschließlich von der
intrinsischen Gro¨ße ϕ ab. Durch Einsetzen u¨berzeugt man sich, daß
∩
Z dem Oberfla¨chentheorem
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(III.1.c) genu¨gt. Die relative Torsion (III.57) dagegen ist eine Funktion der extrinsischen
Variablen φ
∪
Z
λ
µν = φ
∗pλµν (IV.112)
und gehorcht erwartungsgema¨ß dem Theorem nicht. Setzen wir nun die SO(3)
Kru¨mmung F¯ (IV.109) und die charakteristische Torsion
∩
Z (IV.111) in die inhomogene
Bianchi-Identita¨t (IV.110) ein, so ergibt sich fu¨r die Gro¨ße f¯|| die folgende Bedingung
˙¯f|| = 2ϕf¯|| . (IV.113)
Um diese Gleichung zu integrieren, benu¨tzen wir die Tatsache, daß die verallgemeinerte
Vakuum-Dynamik (IV.80.a) - (IV.80.c) die Bedingung der Parallelisierbarkeit (IV.31)
(mit λ = 1) erfu¨llt. Damit ergibt sich die folgende Relation zwischen ϕ und der
relativen Expansionsrate des Universums:
ϕ = −R˙R , (IV.114)
mit der Lo¨sung
f¯|| =
σ
R2 . (IV.115)
Fu¨r σ = 0 erha¨lt man eine Euklidische Foliation der Raum-Zeit, wogegen wir fu¨r
σ =
+
−
1 die (pseudo-) spha¨rische Geometrie erhalten. Mit Hilfe dieser Ergebnisse
ko¨nnen wir die endgu¨ltige Form der charakteristischen Kru¨mmung finden
F¯ iµν =
σ
R2 ǫi
jkBjµBkν (IV.116.a)
∩
Rµσνλ =
σ
R2 (BµνBσλ − BµλBσν) . (IV.116.b)
Diese Ausdru¨cke unterscheiden sich von den Gleichungen des fru¨heren Vakuum-
Kanditaten (IV.9.a), (IV.9.b) nur durch die Variabilita¨t des Radius R!
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Nachdem jetzt alle Bestandteile (IV.105) - (IV.107) des Kru¨mmungstensors
bekannt sind, ko¨nnen wir diesen angeben:
Rµσνλ =
( σ
R2 − ϕ
2
)
(GµνGσλ −GµλGσν) (IV.117)
+
(
σ − R˙2
R2 +
R¨
R
)
(Gµλpσpν +Gσνpµpλ −Gµνpλpσ −Gσλpµpν) .
Man u¨berzeugt sich leicht, daß die zwei Bianchi-Identita¨ten (III.62.a) und (III.62.b)
erfu¨llt sind. Eine zweite, indirekte Methode dafu¨r besteht darin, daß wir den
Einsteintensor E berechnen
Eµν =
(
R˙2 − σ
R2 + 2
R¨
R
)
Bµν + 3 R˙
2 − σ
R2 pµpν , (IV.118)
welcher eine verschwindende Divergenz besitzen muß (∇·E ≡ 0). Mit dem Energie-
Impuls-Tensor (e)T (IV.98) und dem Einstein-Tensor (IV.118) ko¨nnen jetzt die
Einstein-Gleichungen fu¨r das leere Universum hingeschrieben werden und dessen
Verhalten untersucht werden (siehe Kapitel VII).
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Kapitel V
Vakuum-Dynamik und
Spin-Kompensation
Nach der Definition des Vakuums im vorhergehenden Kapitel soll nun im
Detail untersucht werden, wie der Riemannsche Charakter des Vakuums mit der
Existenz einer nicht-verschwindenden Vakuum-Spindichte (Σ 6= 0) vertra¨glich ist.
Das Problem besteht dabei darin, daß spintragende Felder – wie z.B. unser A¨therfeld
B , p – eine nicht-verschwindende Mathisson’sche Kraftdichte im gekru¨mmten
Raum erfahren. Das hat aber zur Folge, daß die Einsteinschen Feldgleichungen
inkonsistent werden. Der u¨bliche Ausweg besteht darin, den Riemannschen Charakter
der Raum-Zeit aufzugeben und einen Raum mit Torsion und Kru¨mmung zugrunde
zu legen (Riemann-Cartan-Raum), in dem die Divergenz des Einstein-Tensors
nicht notwendigerweise verschwinden muß. In Gegensatz zu diesem Ausweg, wollen
wir aber an der Idee des Riemannschen Raumes festhalten und innerhalb diese
Rahmens eine andere Lo¨sung des Problems aufzeigen.
Unsere Lo¨sung besteht darin, statt der Einstein-Gleichungen die mikroskopischen
Feldgleichungen (II.20.a) bis (II.22) als die fundamentale Dynamik anzunehmen.
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Es wird fu¨r den Vakuumzustand explizit nachgewiesen, daß die Lo¨sungen dieses
Gleichungssystems erster Ordnung genau diejenige Teilmenge der Lo¨sungen des
zugeho¨rigen 2.Ordnungs-Systems (Klein-Gordon-Gleichungen) identifizieren, auf
der die Mathisson’sche Kraftdichte verschwindet. Dadurch erweist sich der klassische
Vakuumzustand als ein einfaches Demonstrationsbeispiel fu¨r den Effekt der Spin-
Kompensation im Riemannschen Raum. Dieser Effekt ermo¨glicht also durchaus
die Existenz spin-tragender Felder in einem torsionfreien Raum. Zwar produziert
der A¨therspin auch in unserer Theorie eine Torsion, jedoch handelt es sich hierbei
um die Torsion einer Unterkonnexion (na¨mlich der charakteristischen Konnexion
∩
Γ , siehe Kapitel III). Die Konnexion Γ des Tangentialbu¨ndels τ4 der Raum-Zeit
bleibt nach wie vor streng Riemann’sch.
Durch diese Ergebnis scheint uns das oft gea¨ußerte Argument der Anha¨nger
der Torsionstheorien, daß na¨mlich das Spinpha¨nomen notwendigerweise zu einer
Riemann-Cartan-Struktur der Raum-Zeit fu¨hren mu¨sse, widerlegt zu sein. Wegen
der Bedeutung dieses Resultates wurde das folgende Kapitel soweit wie mo¨glich
unabha¨ngig aufgebaut, so daß es auch ohne Kenntnis der u¨brigen Teile der Arbeit
gelesen werden kann.
V.1 Das Spin-Problem in der Einsteinschen Theorie
Der Ausgangspunkt in der Allgemeinen Relativita¨tstheorie ist die Annahme,
daß der metrische TensorG das fundamentale Objekt ist, mit dem sich die anziehende
Materie beschreiben la¨ßt. In diesem Sinne sind die Einsteinschen Feldgleichungen
Eµν = 8π
k
c4
T˜µν ≡ 8πL2p Tµν (V.1)(
Eµν := Rµν − 1
2
RGµν
)
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Differentialgleichungen zweiter Ordnung zur Bestimmung des metrischen Feldes G
bei gegebenem Energie-Impulstensor T. ImMakroskopischen, d.h. fu¨r die Beschreibung
von Sternen, Galaxien usw. ist dies richtig, doch versagt die Theorie schon im
klassischen Bereich, wenn man versucht, das Gravitationsfeld an elementare Teilchen
zu koppeln. Im folgenden wollen wir dieses Pha¨nomen genauer untersuchen. Im
Riemannschen Raum verschwindet die Divergenz des Einstein Tensors E identisch
∇µEµν ≡ 0 . (V.2)
Deshalb muß der symmetrische Energie-Impulstensor eine verschwindende Divergenz
besitzen
∇µTµν = 0 . (V.3)
Fu¨r makroskopische Materie ist dies ein plausibles Resultat, im mikroskopischen
Bereich taucht jedoch das Problem auf, wie man sich einen symmetrischen Energie-
Impuls Tensor beschafft, dessen Divergenz im gekru¨mmten Raum verschwindet.
In der Literatur wird dieses Problem mehr oder weniger u¨bergangen und nur auf
einige Beispiele verwiesen, bei denen das Problem nicht auftaucht.1
Bevor wir diese Schwierigkeiten im einzelnen untersuchen, wollen wir jedoch
kurz einen unproblematischen Fall betrachten. Ein solcher liegt bei einem Skalarfeld
und einem reinen Eichfeld vor. Betrachten wir beispielsweise den symmetrischen
Energie-Impulstensor (F)T fu¨r ein SO(3) Eichfeld F im flachen Raum 2
(F)Tρκ =
1
4π
(
gλσF iρλFiκσ − 1
4
gρκg
λσgµνFiλµF
i
σν
)
, (V.4)
so erhalten wir dessen Ausdruck im gekru¨mmten Raummit Hilfe des A¨quivalenzprinzips
1Ein Ausnahme bildet das Buch von V.de Sabbata und M.Gasperini:
”
Introduction to
Gravitation“, World Scientific (1985), in welchem die Autoren die Einfu¨hrung der Torsion
bevorzugen.
2Wir benu¨tzen die Minkowski Metrik gµν =diag (1,-1,-1,-1).
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(∂→∇, g→G) zu
(F)Tρκ = 1
4π
GλσF iρλFiκσ −GρκΛF , (V.5)
wobei die Lagrange-Dichte ΛF durch
ΛF =
1
16π
GλσGµνFiλµF
i
σν (V.6)
gegeben ist. Die kovariante Divergenz dieses Tensors ist
∇ρ (F)T ρκ = 1
4π
(DρFiρλ)F iκλ . (V.7)
D ist die allgemeine (d.h. eich- und koordinaten-) kovariante Ableitung:
DσF iρλ = ∇σF iρλ + ǫijkAjσFkρλ (V.8)
= DσF
iρλ + ΓρκσF
iκλ + ΓλκσF
iρκ .
Die damit berechnete Divergenz (V.7) verschwindet wie erwartet
∇ρ (F)T ρκ = 0 , (V.9)
vorausgesetzt die homogenen Yang-Mills Gleichungen sind erfu¨llt
DρFiρλ = 0 . (V.10)
Es entstehen somit keine Schwierigkeiten fu¨r die Divergenzfreiheit (V.2), wenn wir
die Yang-Mills Felder an das Gravitationsfeld koppeln. Der hier betrachtete Fall
des reinen Eichfeldes ist jedoch etwas zu einfach, da der Energie-Impulstensor (F)T
(V.5) die Konnexionskoeffizienten Γ nicht entha¨lt. Der Grund hierfu¨r ist, daß sich
letztere herausheben, wenn man das Feld F mittels des A¨quivalenzprinzips vom
flachen- in den gekru¨mmten Raum u¨bertra¨gt:
Fiµν = ∇µAiν −∇νAiµ + ǫijkAjµAkν (V.11)
≡ ∂µAiν − ∂νAiµ + ǫijkAjµAkν
87
Taucht nun die Konnexion Γ nun im Energie-Impulstensor T auf, dann produziert
die Divergenz vonTAbleitungen von Γ, welche die Form eines zusa¨tzlichen Kru¨mmungsterms
haben und dafu¨r verantwortlich sind, daß die Divergenz nicht mehr verschwindet.
Um dies an einem Beispiel zu verdeutlichen, betrachten wir ein SO(3) Materiefeld
B, welches wir durch die folgende Verallgemeinerung der Yang-Mills Gleichung an
ein Eichfeld F koppeln wollen:
DµFiµν = −ǫijkBjµ (DνBkµ) . (V.12)
Weiter nehmen wir an, daß das neue Feld B der Klein-Gordon Gleichung im
gekru¨mmten Raum gehorcht
DλDλBiµ = − 1L2Biµ . (V.13)
Der La¨ngenparameter L hat die Bedeutung einer Comptonwellenla¨nge
L = ~
Mc
, (V.14)
wobei M die Masse des zugeho¨rigen Eichbosons bezeichnet. Wir ko¨nnen nun das
A¨quivalenzprinzip anwenden, um den kanonischen Energie-Impulstensor (B)T im
gekru¨mmten Raum zu berechnen
(B)Tρκ = − 1
4π
(DρBiσ) (DκBiσ)−GρκΛB , (V.15)
mit der Lagrange-Dichte
ΛB = − 1
8π
(
(DµBiν)
(DµBiν)− 1L2BiµBiµ
)
. (V.16)
Der Tensor (B)T entha¨lt nun explizit die Konnexion Γ. Aus diesem Grund produziert
dessen Divergenz zusa¨tzliche, aus der Kru¨mmung R und der Spindichte (B)Σ,
aufgebaute Terme:
∇ρ (B)T ρκ = − 1
4π
ǫi
jkFjν
κBkµ
(DνBiµ)− 1
2
Rκνµρ
(B)Σρµν , (V.17)
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wobei der Spin (Drehimpuls) (B)Σ wie folgt definiert ist
(B)Σλνµ = − ∂ΛB
∂ (DµBiσ)(L
νλ)ρσ Biρ (V.18.a)
(Lνλ)ρσ = g
νρgλσ − gλρgνσ . (V.18.b)
Fu¨r das B Feld finden wir mit Gleichung (V.16)
(B)Σλνµ = − 1
4π
((DµBiν)Biλ − (DµBiλ)Biν) . (V.19)
Betrachtet man den gesamten Energie-Impulstensor des Eich- und Materiefeldes,
so bereitet der erste Term auf der rechten Seite von (V.17) keine Schwierigkeiten,
da er sich mit der rechten Seite von (V.7) aufgrund der inhomogenen Yang-Mills
Gleichung (V.12) hinweghebt:
∇ρ
(
(F)T ρκ + (B)T ρκ) = −1
2
Rκνµρ
(B)Σρµν . (V.20)
Der verbleibende Kru¨mmungsterm, dieMathisson Kraftdichte, verhindert nun ganz
offensichtlich das Verschwinden der Divergenz in (V.20). Das heißt, daß der kanonische
Energie-Impulstensor des gekoppelten Systems nicht mehr fu¨r die Einstein-Gleichungen
(V.1) verwendet werden kann. Daher sind diese Gleichungen mit der kanonischen
Feldtheorie im flachen Raum inkonsistent, oder aber das A¨quivalenzprinzip versagt
hier.
Der gewo¨hnliche Weg dieses Problem zu beseitigen besteht darin, daß man das
A¨quivalenzprinzip scheinbar aufgibt und einen neuen Energie-Impulstensor T (den
sog. metrischen Energie-Impulstensor) einfu¨hrt, wobei dessen Divergenz aufgrund
seiner Konstruktion verschwindet. Diesen neuen Tensor T erha¨lt man, indem man
das Wirkungsintegral W bezu¨glich der Metrik G variiert:
δGW = −1
2
∫
T ρκ (δGρκ)
√−G d4x . (V.21)
89
Paradoxerweise wird hier das A¨quivalenzprinzip, obwohl zur Konstruktion des
geeigneten Energie-Impulstensors gerade erst aufgegeben, trotzdem fu¨r das Wirkungsintegral
benutzt:
W =
∫
Λ
√−G d4x . (V.22)
Fu¨r das vorliegende System der gekoppelten Felder setzt sich die Lagrange-Dichte
Λ aus dem Eichteil ΛF und dem Materieteil ΛB zusammen
Λ = ΛF + ΛB . (V.23)
Der modifizierte Tensor (F)T fu¨r den Eichteil ist, aufgrund seiner Eichinvarianz,
identisch mit dem fru¨heren Tensor (F)T (V.5). Im Falle eines Materiefeldes unterscheidet
sich der neue Tensor (B)T jedoch vom kanonischen (B)T (V.15) durch einen nicht-
trivialen Term (B)t
(B)T ρκ = (B)T ρκ + (B)tρκ , (V.24)
welcher folgende Gestalt besitzt
(B)tρκ = −1
2
∇ν
(
(B)Σρνκ + (B)Σκνρ − (B)Σκρν) . (V.25)
Aufgrund dieses Korrekturterms verschwindet jetzt die Divergenz des gesamten,
modifizierten Tensors, d.h.
∇ρ
(
(F)T ρκ + (B)T ρκ) = ∇ρ ((F)T ρκ + (B)T ρκ)+∇ρ(B)tρκ = 0 . (V.26)
Vergleichen wir diesen Ausdruck mit (V.20) so ergibt sich
∇ρ (B)tρκ = +1
2
Rκνµρ
(B)Σρµν . (V.27)
Fu¨r die folgenden Betrachtungen ist es nu¨tzlich, die Herleitung von Gleichung
(V.27) im einzelnen zu zeigen. Dazu beachte man, daß die Spindichte (B)Σ (V.19)
schiefsymmetrisch ist
(B)Σρνκ = −(B)Σνρκ , (V.28)
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und ihre Divergenz aufgrund der Klein-Gordon Gleichung (V.13) verschwindet:
∇κ (B)Σρνκ = 0 . (V.29)
Aus diesen Eigenschaften ko¨nnen wir folgende Relationen herleiten
∇ρ∇ν (B)Σρνκ = −1
2
Rκσνρ
(B)Σρνσ (V.30.a)
∇ρ∇ν (B)Σκνρ = Rκσρν (B)Σσνρ , (V.30.b)
aus welchen wir, unter Beru¨cksichtigung der ersten Bianchi Identita¨t
Rκ[ρνσ] = 0, (V.31)
die gesuchte Gleichung (V.27) erhalten. Der metrische Energie-Impulstensor fu¨r
das gekoppelte System besitzt also, wie erwartet, eine verschwindende Divergenz
(V.26).
Obwohl dieses Ergebnis in der Literatur weit verbreitet ist, liegt doch eine
unbefriedigende Situation vor:
1. Der kanonische Tensor (B)T la¨ßt sich mit Hilfe des A¨quivalenzprinzips nicht
vom flachen in den gekru¨mmten Raum u¨bertragen, obwohl (B)T eine in der
Literatur allgemein akzeptierte Gro¨ße innerhalb der kanonischen Feldtheorie
des flachen Raumes ist.
2. Man muß vielmehr durch Variation des Wirkungsintegrals einen neuen Materietensor
(B)T konstruieren, wobei aber der Integrand des Wirkungsintegrals durch das
A¨quivalenzprinzip bestimmt wird.
3. Dieser neue Tensor (B)T unterscheidet sich vom kanonischen (B)T durch einen
Spinterm (B)t, welcher auf den ersten Blick fu¨r eine direkte Wechselwirkung
zwischen Spin und Raumkru¨mmung verantwortlich zu sein scheint (Mathisson-
Kraft). Da der Energie-Impulsinhalt von (B)t nun im modifizierten Tensor
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(B)T , welcher eine verschwindende Divergenz besitzt, absorbiert ist, ist man
versucht, dieses Verfahren allzu voreilig als eine Lo¨sung des Problems zu
akzeptieren.
Diese Interpretation des Korrekturterms (B)t ist jedoch ho¨chst widerspru¨chlich,
da
1. der Korrekturterm im Grenzfall des flachen Raumes nicht verschwindet, und
daher in diesem Grenzfall zu einer anderen Energie-Impuls-Lokalisierung
fu¨hrt.
2. Ferner gehorcht das spinnende Teilchen einer anderen Bewegungsgleichung,
da die Mathisson Kraft nicht mehr existent ist.
Aufgrund dieser Problematik in der Einsteinschen Relativita¨tstheorie scheint es
unvermeidbar zu sein einige Verbesserungen anzubringen. In diesem Zusammenhang
ist die Idee, die Torsion mit einzubeziehen, eine elegante Mo¨glichkeit, das Problem
des spinnenden Teilchens zu lo¨sen [13]. Bevor jedoch solch eine grundlegende
A¨nderung der Einsteinschen Theorie unternommen wird, sollte man versuchen
einen Mechanismus zu finden, der den Einfluß des Spins auf die Raum-Zeit Geometrie
innerhalb der Einsteinschen Theorie zu unterdru¨cken vermag.
V.2 Das Kompensationsfeld
Diese Schwierigkeit weist einige A¨hnlichkeit mit dem Problem auf, in einer
global eichinvarianten Eichtheorie lokale Eichinvarianz zu erhalten. In solch einer
Theorie produziert eine lokale Eichtransformation des Materiefeldes sto¨rende Terme,
welche die Ableitung des benu¨tzten Elementes der Eichgruppe enthalten. Um diese
zusa¨tzlichen Terme zu beseitigen, wird ein Kompensationsfeld (das Eichpotential
A) in die Theorie eingefu¨hrt, wobei dessen inhomogene Terme sich mit den Sto¨rtermen
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hinwegheben. Als Ergebnis erhalten wir ein gekoppeltes System von Eich- und
Materiefelder, welche zusammen die gewu¨nschte lokale Eichinvarianz besitzen.
Es ist nun naheliegend, diese Vorgehensweise auch auf unsere Problematik
anzuwenden. Das bedeutet, daß wir dem Materiefeld B ein neues FeldW zuordnen
mu¨ssen, so daß der Spinterm (B)t, welcher das A¨quivalenzprinzip zersto¨rt, durch
geeignete, von W stammende Terme, kompensiert wird. Daraus resultiert ein
System von Feldern B und W, wobei deren kanonische Feldtheorie mit Hilfe des
A¨quivalenzprinzips konsistent vom flachen in den gekru¨mmten Raum u¨bertragen
werden kann.
Dieser Kompensationsmechanismus basiert auf einer engen Beziehung zwischen
den Feldern B, W und der Metrik G. Das Eichanalogon dieser Beziehung besteht
in der gemeinsamen Eichinvarianz des Materie- und Kompensationsfeldes. Unser
Ansatz ruht nun auf der Annahme, daß sich der Metriktensor G aus den Feldern
B und W zusammensetzt:3
Gµν = ′c
2
(
BiµB
i
ν +WµWν
)
(V.32)
≡ BiµBiν + pµpν .
Dieser Ausdruck entha¨lt nun eine neue, die Interpretation des metrischen Feldes
G in der Allgemeinen Relativita¨tstheorie betreffende Philosophie! Bisher wurde die
Metrik, abgesehen von der Konnexion Γ, als Potential betrachtet. Dieser Standpunkt
scheint fu¨r den unklaren Eichstatus der Einsteinschen Theorie verantwortlich zu
sein[21]. Der Ansatz (V.32) ermo¨glicht es nun, dem metrischen FeldG die Bedeutung
eines makroskopischen Materiefeldes zu geben, welches durch die mikroskopischen
FelderB undW erzeugt wird. Diese
”
doppelte“ Betrachtungsweise (makroskopisch
und mikroskopisch) der Allgemeinen Relativita¨tstheorie fu¨hrt nun zu einigen interessanten
Fragen:
3Der konstante La¨ngenparameter ′c wird eingefu¨hrt um die Feldvariablen dimensionlos zu
halten: B := ′cB, p = ′cW
1. Welche Gestalt muß die mikroskopische Dynamik besitzen, damit die folgende
makroskopische Bedingung fu¨r G erfu¨llt ist:
∇λGµν = 0 . (V.33)
2. Besitzen diemikroskopischen FelderBundW einenmakroskopischenEnergie-
Impulstensor T, welcher in die rechte Seite dermakroskopischen Feldgleichungen
(V.1) eingesetzt werden kann? Ist dies dann konsistent mit dem A¨quivalenzprinzip?
V.3 Die mikroskopische Dynamik
Um die erste Frage zu beantworten, nehmen wir an, daß die Felder B und W
auf mikroskopischem Niveau an weitere Felder koppeln, die jedoch nicht explizit in
der Metrik G auftauchen. Fu¨r die gegenwa¨rtigen Betrachtungen beschra¨nken wir
uns auf den Fall einer reinen Selbstkopplung von B und W. Wir werden spa¨ter
sehen, daß wir mit dieser Einschra¨nkung einen sehr speziellen Riemannschen Raum
erhalten, na¨mlich einen Raum mit konstanter Kru¨mmung. Unser Ansatz fu¨r die
mikroskopischen Feldgleichungen lautet also:
DλBiµ = 1
l
Biλ pµ + 1
L
ǫi
jkBjλBkµ (V.34.a)
∇λ pµ = −1
l
BiµBiλ (V.34.b)
Die konstanten La¨ngenparameter l, L sind frei wa¨hlbar. Fu¨r l, L → ∞ erhalten
wir die Gleichungen fu¨r trivialisierbare Eichfelder (s. Kapitel III).
Wir wollen nun die Folgerungen, die sich aus den Gleichungen (V.34.a) und
(V.34.b) ergeben, genau untersuchen. Man sieht leicht, daß die Bedingung (V.33)
in der Tat erfu¨llt ist. Ferner erlauben die mikroskopischen Feldgleichungen die
Auferlegung einer weiteren Bedingung:
Biµpµ = 0 . (V.35)
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Wir ko¨nnen also annehmen, daß der charakteristische Vektor p immer zeitartig
ist, wa¨hren die drei raumartigen
”
Materiefelder“ Bi , (i = 1, 2, 3) die sogenannte
charakteristische Distribution
∩
∆ aufspannen. Weiter ersehen wir aus (V.34.a) und
(V.34.b), daß der charakteristische Vektor der Gradient einer skalaren Funktion
Θ(x) ist
pµ = ∂µΘ . (V.36)
Dieser Skalar kann als eine Art von
”
Universalzeit“ betrachtet werden, wobei die
Integralfla¨chen (Θ(x) =const.) von
∩
∆ als
”
absoluter Raum“ interpretiert werden
ko¨nnen. Da die La¨nge von p wegen (V.35) und (V.34.b) konstant bleibt, ko¨nnen
wir sie auf Eins normieren
Gµνp
µpν ≡ pµpµ = 1 . (V.37)
Der Einheitsvektor p la¨ßt sich nun als Vierergeschwindigkeit eines sich bewegenden
Mediums, dem sog. A¨ther, betrachten, dessen Energie-Impulstensor wir sogleich
untersuchen wollen. Aus den Gleichungen (V.34.a), (V.34.b) und (V.35) entnehmen
wir, daß die Stromlinien des A¨thers, die sog. charakteristischen Linien, Geoda¨ten
sind:
pµ∇µpν = 0 . (V.38)
Ein Beobachter, der sich entlang der charakteristischen Linien frei bewegt, kann
demzufolge bezu¨glich des A¨thers als
”
lokal in Ruhe“ betrachtet werden. Die charakteristischen
Linien sind aus diesem Grund die Weltlinien der Punkte des absoluten Raumes.
Fu¨r die nachfolgenden Betrachtungen ist es nu¨tzlich, wenn wir die mikroskopischen
Feldgleichungen (V.34.a) und (V.34.b) mit Hilfe des (Poincare´) Duals ∗p von p
ausdru¨cken
∗pµνλ := ǫµνλσ p
σ . (V.39)
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Der ǫ Tensor wird hierbei wie gewo¨hnlich definiert:
ǫµνλσ =
√−G [µ, ν, λ, σ] (V.40)
(∇κ ǫµνλσ = 0) ,
wobei die Klammer [. . . ] das u¨bliche Permutationssymbol bezeichnet. Alternativ
la¨ßt sich ∗p mit Hilfe der B Felder schreiben
∗pµνλ = ǫ
ijkBiµBjνBkλ , (V.41)
woraus wir den topologischen Charakter innerhalb der SO(3) Eichtheorie erkennen
ko¨nnen (
”
Gauß Strom“ [12]). Wir erhalten somit aus (V.34.a) und (V.34.b)
∇κ ∗pµνλ =
3
l
∗pκ[µνpλ]. (V.42)
Hieraus folgert man leicht, daß die Divergenz von ∗p verschwindet:
∇µ ∗pµνλ = 0 . (V.43)
Wir werden spa¨ter sehen, daß das Objekt ∗p im Kompensationsmechanismus eine
wichtige Rolle spielt.
V.4 Der Energie-Impuls des Vakuums
Wenden wir uns nun der zweiten Frage zu, so mu¨ssen wir untersuchen, ob die
mikroskopischen Konstituenten B und p der Metrik G einen Energie-Impulstensor
T erzeugen. Wenn dies der Fall ist, so wird der Energie-Impuls, nach den Einsteinschen
Gleichungen (V.1), eine Kru¨mmung R der Raum-Zeit erzeugen. Diese Vermutung
la¨ßt sich nachpru¨fen, indem wir beide Seiten der Einsteinschen Feldgleichung berechnen
und uns u¨berzeugen, daß sie u¨bereinstimmen. In diesem Abschnitt wollen wir nun
die rechte Seite der Feldgleichungen berechnen. Auf diese Weise werden wir sehen,
wie der Kompensationsmechanismus wirkt.
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Es liegt nahe den Energie-Impulstensor T der mikroskopischen Felder B und
W aus den korrespondierenden dynamischen Gleichungen (V.34.a) und (V.34.b)
herzuleiten, indem wir T im flachen Raum konstruieren und dann mittels des
A¨quivalenzprinzips in den gekru¨mmten Raum u¨bertragen. Leider ist das jetzt nicht
mehr mo¨glich! Der Grund liegt darin, daß die Gleichungen (V.34.a) und (V.34.b) im
flachen Raum inkonsistent sind. Um dies zu sehen, berechnen wir die alternierende
Ableitung von p
∇[σ∇λ]pµ = − 1
l2
BiµBi[σpλ] . (V.44)
woraus offensichtlich im flachen Raum (∇ → ∂) ein Widerspruch entsteht!
Erinnern wir uns jedoch an die Klein-Gordon Gleichung (V.13), welche zweiter
Ordnung ist, und fu¨r die wir ohne Schwierigkeiten einen assozierten Energie-
Impulstensor konstruieren ko¨nnen (vgl.(V.15) und (V.16)). Wir werden deshalb
versuchen, Gleichungen zweiter Ordnung aus den Gleichungen erster Ordnung
herzuleiten. In der Tat erhalten wir so die Klein-Gordon Gleichung fu¨rB, vorausgesetzt
die Comptonwellenla¨nge L (V.14) gehorcht der Bedingung
1
L2 =
1
l2
− 2
L2
. (V.45)
Ebenso genu¨gt auch das charakteristische Vektorfeld p einer Feldgleichung vom
Klein-Gordon Typ:
∇λ∇λpµ = − 3
l2
pµ . (V.46)
Es ist nun naheliegend, fu¨r das korrespondierende Boson eine Massem einzufu¨hren:
m =
√
3
~
lc
. (V.47)
Obwohl die mikroskopischen Felder in den Gleichungen zweiter Ordnung entkoppelt
sind, besteht doch eine schwache Wechselwirkung u¨ber die Raum-Zeit Geometrie,
zu welcher beide Felder u¨ber die Metrik G (V.32) beitragen.
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Die Energie-Impulstensoren fu¨r die Dynamik zweiter Ordnung lassen sich nun
leicht angeben: Außer dem Ergebnis (V.15) fu¨r (B)T finden wir fu¨r den kanonischen
Energie-Impulstensor (W)T des W Feldes
(W)T ρκ =
1
4π
(∇ρWν) (∇κW ν)−GρκΛW (V.48)
ΛW =
1
8π
(
(∇µWν) (∇µW ν)− 3
l2
W µWµ
)
. (V.49)
Wie erwartet verschwindet die Divergenz von (W)T nicht, sondern ergibt analog
zu (V.17)
∇ρ (W)T ρκ = −1
2
Rκνµρ
(W)Σνµρ (V.50.a)
(W)Σρµν =
1
4π
((∇νW µ)W ρ − (∇νW ρ)W µ) . (V.50.b)
Da nun die einzelnen Energie-Impulstensoren bekannt sind, ko¨nnen wir den gesamten
Energie-Impulstensor T des A¨thers aufstellen:
T ρκ = (F)T ρκ + (B)T ρκ + (W)T ρκ . (V.51)
Wir ko¨nnen T nun fu¨r einen ersten Test der Kompensation benu¨tzen, welche, wenn
sie funktioniert, folgendes Resultat ergeben muß
∇ρT ρκ = 0 . (V.52)
Aus (V.50.a) und (V.20) erhalten wir jedoch
∇ρT ρκ = −1
2
RκνµρΣ
ρµν (V.53)
(Σρµν := (B)Σρµν + (W)Σρµν) ,
wobei die rechte Seite nicht von vornherein verschwindet. Verwenden wir aber die
Gleichungen erster Ordnung fu¨r die gesamte Spindichte Σ (Σ = (B)Σ+ (W)Σ), so
ergibt sich hierfu¨r
Σρµν = − 1
2π′c2L
∗pνµρ . (V.54)
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Benu¨tzen wir weiter die erste Bianchi Identita¨t (III.62.a), so erhalten wir doch noch
das gewu¨nschte Ergebnis (V.52). Dies ist der erste Erfolg des Kompensationsmechanismus
in Verbindung mit den Gleichungen erster Ordnung (V.34.a), (V.34.b). Man beachte,
daß sich die Spindichten Σ der B und W Felder nicht zu Null aufzusummieren
brauchen; es genu¨gt wenn der gesamte Spin proportional einem axialen Vektor ist.
Wir ko¨nnen nun, ohne auf einen Widerspruch zu stoßen, den kanonischen
Tensor T des A¨therfeldsystems fu¨r die Einstein Gleichungen verwenden. Dieses
Ergebnis besagt nun zuna¨chst noch nicht daßTmit seinem modifizierten Analogon
T aus Gleichung (V.21) u¨bereinstimmt: Betrachten wir dazu den modifizierten
Tensor (F)T fu¨r das W Feld, so unterscheidet sich dieser von seinem kanonischen
Analogon (W)T (V.48) durch einen Korrekturterm (W)t
(F)Tρκ = (W)Tρκ + (W)tρκ , (V.55)
welcher analog zu (B)t aufgebaut ist:
(W)tρκ = −1
2
∇ν
(
(W)Σρνκ + (W)Σκνρ − (W)Σκρν) . (V.56)
Da auch dieser Korrekturterm eingefu¨hrt wurde um die nicht verschwindende
Divergenz von T zu beseitigen, muß er im allgemeinen Fall ungleich Null sein.
Diese Tatsache ko¨nnen wir nun benu¨tzen, um den Kompensationsmechanismus
auf den gesamten modifizierten Tensor T anzuwenden:
Tρκ = (F)Tρκ + (B)Tρκ + (F)Tρκ . (V.57)
Dieser Tensor unterscheidet sich von seinem kanonischen Analogon T durch einen
Korrekturterm t
Tρκ = Tρκ + tρκ , (V.58)
welcher sich aus der Summe der einzelnen Korrekturterme (W)t und (B)t zusammensetzt
tρκ = −1
2
∇ν (Σρνκ + Σκνρ − Σκρν) . (V.59)
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Benu¨tzen wir nun das Ergebnis (V.54) fu¨r Σ, so erhalten wir aufgrund von (V.43)
unmittelbar die Identita¨t der beiden Energie-Impulstensoren:
Tρκ ≡ Tρκ (V.60)
Wir sehen, daß das Kompensationsprinzip in Verbindung mit den Feldgleichungen
erster Ordnung all die erwa¨hnten Inkonsistenzen beseitigt!
Bevor wir nun den Energie-Impulstensor T in die Einsteinschen Feldgleichungen
einsetzen, wollen wir uns noch mit dessen speziellen Eigenschaften bescha¨ftigen. Es
lassen sich na¨mlich alle Ableitungen erster Ordnung der Felder durch die Felder
selber ausdru¨cken. Da die Lagrangeterme ΛB (V.16) und ΛW (V.49) identisch
verschwinden, erhalten wir fu¨r die kanonischen Energie-Impulstensoren
(B)Tρκ = − 1
4π′c2L2Bρκ (V.61.a)
(W)Tρκ =
1
4π′c2l2
Bρκ . (V.61.b)
Hierbei haben wir den Projektor B der charakteristischen Distribution
∩
∆ benutzt
Bρκ = BiρBiκ (V.62)
(BρκBκλ = Bρλ) .
Um die physikalische Bedeutung dieser Tensoren zu zeigen, nehmen wir an, daß
der A¨ther eine ideale Flu¨ssigkeit ist und folgenden Energie-Impulstensor besitzt
(id)Tµν = (M+ P) pνpµ − PGµν (V.63)
≡ M pµpν − P Bµν .
Vergleichen wir dies mit den Tensoren aus (V.61.a) und (V.61.b), so sehen wir
daß die zeitartigen Konstituenten des A¨thers einen negativen (konstanten) Druck
produzieren
(W )
P = − 1
4π′c2l2
, (V.64)
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wa¨hrend der Druck der raumartigen Konstituenten positiv ist
(B)
P = +
1
4π′c2L2 . (V.65)
Es scheint nun etwas sonderbar zu sein, daß keine der beiden Konstituenten zur
EnergiedichteM des A¨thers beitra¨gt. Wir werden jedoch sehen, daß nur der gesamte
Energie-Impulstensor T, welcher den Eichteil (F)T (V.5) entha¨lt, eine physikalische
Bedeutung besitzt. Bevor wir den Einfluß von (F)T auf T untersuchen, mu¨ssen
wir uns mit dem Yang-Mills Feld F bescha¨ftigen.
V.5 Das Eichfeld
Das in (V.8) benu¨tzte EichpotentialA beeinflußt nun die MetrikG nicht direkt.
Trotzdem ist es mo¨glich, daß das Eichfeld A u¨ber den Energie-Impulstensor (F)T
(V.5) die Kru¨mmung R beeinflußt. Da wir T fu¨r die Einstein-Gleichungen (V.1)
beno¨tigen, mu¨ssen wir ihn analog zu (B)T und (W)Tmit Hilfe des charakteristischen
Vektors p und dem Projektor B (V.62) ausdru¨cken.
Wir wa¨hlen fu¨r die Feldsta¨rke F (V.11) folgenden Ansatz
Fiµν = f|| ǫi
jkBjµBkν + f⊥ (Biµpν − Biνpµ) . (V.66)
Die Konstanten f|| und f⊥ mu¨ssen wir nun bestimmen. Die erste Forderung, die
der Ansatz (V.66) erfu¨llen muß, ist die Bianchi Identita¨t
D[λFiµν] = 0 . (V.67)
Da die kovariante Ableitung aller Objekte in F aufgrund der mikroskopischen
Gleichungen bekannt ist, kann die kovariante Ableitung von F direkt mit Hilfe der
A¨therfelder ausgedru¨ckt werden:
DλFiµν = 2
(
f||
L
+
f⊥
l
)
Bi[νBµ]λ + 2
(
f||
l
− f⊥
L
)
ǫi
jkBjλBk[νpµ] . (V.68)
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Die Bianchi-Identita¨t (V.67) kann jedoch nur dann erfu¨llt werden, wenn der zweite
Term auf der rechten Seite von (V.68) verschwindet, d.h.
f⊥ =
L
l
f|| . (V.69)
Die Feldsta¨rke nimmt daher folgende Gestalt an (wir setzen f|| ≡ f)
Fiµν = f ǫi
jkBjµBkν + 2f L
l
Bi[µpν] . (V.70)
Die na¨chste Bedingung, welcher F gehorchen muß, ist die inhomogene Yang-Mills
Gleichung (V.12). Benu¨tzen wir das Ergebnis (V.70), so erhalten wir fu¨r F
DµFiµν = −f
(
1 +
L2
l2
)
ǫi
jkBiµ (DνBkµ) ; (V.71)
dadurch wird die Gro¨ße f fixiert:
f = ′c
−2
(
1 +
L2
l2
)−1
. (V.72)
Nachdem nun die Feldsta¨rke F bekannt ist, ko¨nnen wir den von F produzierten
Energie-Impulsinhalt (F)T untersuchen. Wir erhalten mit Hilfe von (V.69) und
(V.72) aus (V.5):
(F)Tρκ = 1
8π
(
1 +
L2
l2
)
′c4
(3pρpκ − Bρκ) . (V.73)
Vergleichen wir dieses Ergebnis mit dem Tensor (id)T (IV.26), so erhalten wir fu¨r
den Druck (F )P und die Energiedichte (F )M des Eichfeldes
(F )
P =
1
3
(F )
M =
1
8π
(
1 +
L2
l2
)
′c4
. (V.74)
Dies ist nun gerade die Zustandsgleichung fu¨r ein Gas aus masselosen Teilchen
(na¨mlich den masselosen EichbosonenA, welche die Wechselwirkung derB Bosonen
in der quantisierten Theorie vermitteln). Ein weiterer interessanter Aspekt zeigt
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sich, wenn wir uns den gesamten Energie-Impulstensor T (V.51) anschauen. Dieser
ergibt sich mit (V.61.a),(V.61.b) und (V.73) zu
Tρκ =
3
8π′c4
(
1 +
L2
l2
)pρpκ + 1
8π′c2

 4L2 − 1
′c2
(
1 +
L2
l2
)

Bρκ . (V.75)
Wenn der La¨ngenparameter ′c, den wir von Hand in die Theorie eingefu¨gt hatten,
den folgenden Wert annimmt:
′c = L
(
1 +
L2
l2
)− 1
2
, (V.76)
so wird der gesamte Energie-Impulstensor proportional dem Metriktensor G
Tρκ =
3
8π
1 +
L2
l2
L4
Gρκ . (V.77)
Ein Tensor dieser Art wird u¨blicherweise fu¨r das Quantenvakuum angesetzt! [23].
Wir ko¨nnen nun den A¨ther als Quantenvakuum identifizieren, wobei die mikroskopischen
Felder B und W die Vakuumserwartungswerte der entsprechenden Quantenfelder
sind. Der interessante Punkt dabei ist, daß der La¨ngenparameter ′c den speziellen
Wert (V.76) annehmen muß. Diese Tatsache wird wichtig, wenn wir die linke Seite
der Einstein-Gleichung (V.1) untersuchen.
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V.6 Die geometrische Struktur des Vakuums
Die mikroskopische Dynamik bestimmt nun nicht nur den Energie-Impulsinhalt
der mikroskopischen Felder, sondern auch die Geometrie des Raumes in dem sich
diese Felder befinden. Wie wir gesehen haben sind die Gleichungen erster Ordnung
im flachen Raum inkonsistent. Aus diesem Grund beno¨tigen wir einen gekru¨mmten
Raum in dem sie konsistent wirken ko¨nnen. Um diesen Raum zu finden, mu¨ssen
wir dessen Kru¨mmung R konstruieren, so daß die allgemeine Identita¨t
∇[σ∇λ]pµ = −1
2
Rρµσλ pρ (V.78)
mit der Gleichung (V.44), welche eine notwendige Integrabilita¨tsbedingung fu¨r die
mikroskopischen Felder darstellt, vertra¨glich ist.
Obige Gleichung legt, wenn sie auf (V.44) angewandt wird, die Riemannsche
Kru¨mmung R nicht eindeutig fest. Deshalb zerlegen wir R in zwei Teile
Rρµσλ =
||Rρµσλ +
⊥Rρµσλ , (V.79)
wobei der erste Term parallel zur charakteristischen Distribution ist
||Rρµσλ pρ = 0 . (V.80)
Der u¨brigbleibende Term ⊥R wird dann durch (V.44), (V.78) eindeutig festgelegt
und hat folgende Gestalt:
⊥Rρµσλ =
(
2
l
)2
p[ρBµ][σpλ] . (V.81)
Auf a¨hnliche Weise la¨ßt sich ||R finden. Wir mu¨ssen dazu nur die alternierenden
Ableitungen der raumartigen Felder B anstelle der zeitartigen p verwenden und
erhalten
D[σDλ]Biµ = 1
2
Rρµσλ +
(
1
l2
+
1
L2
)
Bi[σBλ]µ + 1
l2
pµBi[σpλ] + 1
lL
ǫi
jkBkµBj[σpλ] .
(V.82)
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Benu¨tzen wir die allgemeingu¨ltige Gleichung
D[σDλ]Biµ = 1
2
ǫi
jkFjσλBkµ (V.83)
fu¨r die linke Seite von (V.82), so la¨ßt sich (V.83) mit Hilfe von (V.70) auch
folgendermaßen formulieren
D[σDλ]Biµ = f Bi[σBλ]µ + fL
l
ǫi
jkBkµBj[σpλ] . (V.84)
Vergleichen wir nun die Gleichungen (V.82) und (V.84) miteinander, so ko¨nnen wir
einige wichtige Schlußfolgerungen ziehen: Da die rechten Seiten beider Gleichungen
identisch sein mu¨ssen, muß der Parameter f den Wert
f =
1
L2
(V.85)
annehmen. Kombiniert man diese Forderung mit (V.72), so ergibt sich gerade der
spezielle Wert (V.76) fu¨r den La¨ngenparameter ′c ! Ferner hebt sich der orthogonale
Anteil ⊥R (V.81) in (V.82) heraus, und nur der parallele Teil ||R bleibt u¨brig
||Rρµσλ =
2
l2
Bρ[λBσ]µ . (V.86)
Es sind nun beide Teile ||R und ⊥R bekannt, und wir ko¨nnen R angeben:
Rρµσλ =
2
l2
Gρ[λGσ]µ . (V.87)
Dieser Kru¨mmungstensor geho¨rt zu einem Raum konstanter Kru¨mmung.
Nachdem wir nun die Geometrie des Riemannschen Raumes bestimmt haben,
la¨ßt sich die linke Seite der Einstein-Gleichung (V.1) angeben. Berechnen wir zuerst
den Ricci Tensor
Rµλ ≡ Rρµρλ = − 3
l2
Gµλ , (V.88)
und den Kru¨mmungsskalar
R ≡ Rλλ = −12
l2
, (V.89)
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so erhalten wir fu¨r den Einstein-Tensor E
Eµν ≡ Rµν − 1
2
RGµν =
3
l2
Gµν . (V.90)
Offensichtlich ist hier E proportional zum gesamten Energie-Impuls-Tensor T
(V.77), sodaß die Einsteinschen Feldgleichungen (V.1) automatisch erfu¨llt sind,
vorausgesetzt zwischen den La¨ngenparametern L, l und der Planckla¨nge Lp gilt
die folgende Beziehung
L2P = L
2 L
2
L2 + l2
. (V.91)
Dieses Ergebnis scheint den Gleichungen erster Ordnung (V.34.a) und (V.34.b)
in der Allgemeinen Relativita¨tstheorie eine tiefere Bedeutung zu geben. Denn
die mikroskopischen Gleichungen vermo¨gen sowohl die Feldgleichungen zweiter
Ordnung als auch die Raum-Zeit Geometrie so zu bestimmen, daß die herko¨mmliche
und die in diesem Kapitel dargelegte Vorgehensweise innerhalb der Einsteinschen
Theorie u¨bereinstimmen. Wir ko¨nnen uns sogar auf den Standpunkt stellen, daß
die Einsteinschen Gleichungen aus den Gleichungen erster Ordnung ableitbar sind.
Dabei werden zusa¨tzlich die Schwierigkeiten in der Wahl des richtigen Energie-
Impulstensors elegant beseitigt.
Es ist wichtig sich vor Augen zu halten, daß die Argumentation, welche von
der mikroskopischen Dynamik zu den makroskopischen Einsteinschen Gleichungen
fu¨hrt, nicht umkehrbar ist. Denn geht man von den Einsteinschen Gleichungen
(V.1) mit dem Energie-Impulstensor T (V.57) aus, so erha¨lt man nicht notwendigerweise
die mikroskopischen Gleichungen (V.34.a) und (V.34.b), die daher als eine sehr
spezielle Lo¨sung der gekoppelten Einstein-Klein-Gordon Gleichung anzusehen sind.
Außerdem fordert man in der Einsteinschen Theorie die Bedingung, daß der Raum
flach wird (Gµν → gµν) wenn der gesamte Energie-Impuls-Inhalt des Universums
verschwindet. Dies la¨ßt sich nun aber mit unserer Betrachtungsweise nicht vereinbaren,
denn la¨ßt man alle A¨therfelder F, B und W gegen Null gehen, so strebt die
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Metrik G (V.32) ebenfalls gegen Null und zersto¨rt den metrischen Charakter der
Raum-Zeit Mannigfaltigkeit. Das heißt es ist in der vorliegenden Theorie kein
flaches Universum denkbar, welches vo¨llig frei von jeglicher physikalischer Dynamik
existieren ko¨nnte.
Die Gleichung (V.91) zeigt nochmals auf einfache Weise den Zusammenhang
der drei verschiedenen La¨ngenskalen unserer Gravitationstheorie auf. Der La¨ngenparameter
L definiert aufgrund von (IV.50) eine typische La¨ngenskala fu¨r das SO(3) Vektorfeld
C, die nach unserer allgemeinen Philosophie in Kapitel 2 zwischen der kosmischen
Skala (l ≈ 1028cm) und der Planck-La¨nge Lp (≈ 10−33cm) liegen muß. In der Tat
findet man aus (V.91)
L ≈
√
Lp l ≈ 10−2cm (V.92)
Dieser Wert ist in Einklang mit unserer Vorstellung, daß dasC-Feld die Gravitationspha¨nomene
im Zwischenbereich zwischen dem kosmischen und dem Quantenmaßstab beschreiben
sollte.
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Kapitel VI
Riemannsche Struktur von
trivialisierbaren Eichfeldern
Der erste Vakuum-Kanditat in Abschnitt IV.1 hat sich dadurch ausgezeichnet,
daß die Riemannsche Konnexion Γ der 4-dimensionalen Raum-Zeit mit der Oberfla¨chen-
Konnexion
∩
Γ u¨bereinstimmte. Diese spezielle Eigenschaft der Riemannschen Geometrie
war hinreichend fu¨r die Parallelisierbarkeit der Raum-Zeit. Anschaulich gesprochen
bedeutet diese Parallelisierbarkeit, daß man sich die Riemannschen Objekte (wie
z.B. die Metrik G) als ein Feld von Gro¨ßen u¨ber dem (pseudo-) Euklidischen
Raum vorstellen kann, d.h. die entsprechende Riemannsche Geometrie darf man
sich als eine Feldtheorie im u¨blichen Sinne u¨ber dem flachen Raum vorstellen.
In diesem Fall — aber auch nur in diesem — kann man also den physikalischen
Inhalt der Allgemeinen Relativita¨tstheorie dahingehend modifizieren, daß man die
Riemannsche Struktur als ein reines Bewegungsgesetz fu¨r gravitierende Materie
im flachen Raum versteht, ganz a¨hnlich wie die Maxwellsche Elektrodynamik die
Ausbreitung des elektromagnetischen Feldes und die Bewegung der elektrischen
Ladungen im flachen Raum beschreibt. Bei dieser Interpretation der Einsteinschen
Gravitationstheorie verliert die Gravitationskraft anscheinend ihre Sonderstellung
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unter den u¨brigen Grundkra¨ften der Natur, weil die von Einstein so erfolgreich
durchgefu¨hrte Geometrisierung der Gravitationskraft wieder verloren geht! Es gibt
sogar Autoren [29], die diesen
”
entgeometrisierenden“ Standpunkt gegenu¨ber der
gesamten Relativita¨tstheorie Einsteins in ihrem vollen Umfang einnehmen und
damit bezweifeln, daß Masse und Energie das Raum-Zeit-Kontinuum wirklich
kru¨mmen. Diese Auffassung ist aber von kompetenter Seite zuru¨ckgewiesen worden
[28] und hat sich in der Literatur nicht durchgesetzt.
Aber selbst in dem hier vorliegenden Spezialfall des ersten Vakuum-Kanditaten
in Abschnitt IV.1, bei dem die entgeometrisierende Sichtweise berechtigt erscheint,
ko¨nnen wir zeigen, daß die Riemannsche Struktur u¨ber dem flachen Raum dennoch
eine geometrische Bedeutung hat! Diese muß sich naturgema¨ß auf eine gewisse
Eigenschaft des flachen Raumes beziehen, was angesichts dessen trivialer Geometrie
verwunderlich erscheinen mag: wie kann ein
”
flacher“ Raum eine
”
Kru¨mmung“
hervorbringen? Die Antwort ist einfach: durch das in Kapitel 2 beschriebene lokale
Aufspaltungs-Prinzip. Das heißt, in jedem Punkt x der Mannigfaltigkeit existiert
eine ausgezeichnete Zeitrichtung nˆx, die einen entsprechenden 3-dimensionalen
Unterraum ∆x erzeugt. (Man beachte, daß es sich hier nicht um die charakteristische
Aufspaltung (px,
∩
∆x) handelt.)
Im folgenden werden wir Schritt fu¨r Schritt die von dieser (1+3)-Aufspaltung
des flachen Raumes erzeugte Riemannsche Geometrie aufbauen.
VI.1 Das inverse Problem und trivialisierbare SO(3)
Eichfelder
Das inverse Problem bezu¨glich der Euklidischen Foliation eines Riemannschen
Raumes besteht darin, den Euklidischen Raum so aufzubla¨ttern, daß eine Riemannsche
Struktur entsteht. Man ko¨nnte diesen Prozeß die Riemannsche Foliation eines
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Euklidischen Raumes nennen. Eine Foliation dieser letzten Art wird durch ein
SO(3) Eichpotential A und einen zugeho¨rigen Eichvektor B beschrieben, wobei
beide eine trivialisierbare Eichfeld-Konfiguration bestimmen. Es wird sich jedoch
zeigen, daß wir nur bei einer integrablen charakteristischen Distribution
∩
∆ zu
einer rein Riemannschen Struktur gelangen. Im nicht-integrablen Fall liegt eine
Riemann-Cartan Struktur vor, das heißt der entsprechende Raum besitzt eine
nicht-verschwindende Torsion. Zuerst wollen wir aber einige geometrische Begriffe
fu¨r trivialisierbare Eichfelder na¨her erla¨utern.
Wir ko¨nnen stets u¨ber E4 bzw M4 als Basisraum ein triviales Prinzipalbu¨ndel
◦
λ4 bilden, welches die verschwindende Kru¨mmung
◦
Ω und die flache Konnexion
◦
ω
besitzt.
◦
ω la¨ßt sich folgendermaßen nach den A und B zerlegen
◦
ω = AiL
i +Bil
i, i = 1, 2, 3 (VI.1)
wobei Li und li mit Hilfe der SO(4) bzw. SO(1,3) Standardgeneratoren zu bilden
sind [9]. Nach Voraussetzung verschwindet die
◦
λ4 Bu¨ndelkru¨mmung
◦
Ωµν = ∂µ
◦
ων − ∂ν ◦ωµ +
[
◦
ωµ,
◦
ων
]
= 0 . (VI.2)
Setzen wir hier nun die Zerlegung (VI.1) ein, und fu¨hren eine
”
innere“ SO(3)
Kru¨mmung F ein
Fiµν = ∂µAiν − ∂νAiµ + ǫijkAjµAkν , (VI.3)
so ergibt sich durch Koeffizientenvergleich fu¨r A und B
Fiµν = g00 ǫi
jkBjµBkν (VI.4.a)
DµBiν = DνBiµ (VI.4.b)
Diese Gleichungen sind nun gerade die notwendigen und hinreichenden Bedingungen
fu¨r die Trivialisierbarkeit der SO(3) Eichfelder A. Durch die Mitnahme von g00 in
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(VI.4.a) beru¨cksichtigen wir, daß die Trivialisierbarkeit sowohl u¨ber den Basisra¨umen
E4 als auch M4 erkla¨rt werden kann.
Errichtet man nun an einem beliebigen Punkt in diesem Basisraum ein Vierbein
(eˆµ0 ≡ nˆµ, eiµ) , welches folgende Orthonormalita¨tsbedingungen erfu¨llt:
nˆµe
µ
i = 0 (VI.5.a)
gµνe
µ
ie
ν
j = gij , (VI.5.b)
so definiert nˆµ als Normalenvektor die sog. repra¨sentative Distribution ∆, welche
dann von den drei eµi aufgespannt wird. A und B lassen sich nun durch diese
Vektorfelder ausdru¨cken. Um dies zu zeigen bemerken wir, daß die Konnexion
◦
ω
von
◦
λ4 die A¨nderung dieses Vierbeins bei Parallelverschiebung beschreibt:
∂λeµ =
◦
ωγµλeγ . (VI.6)
Mit Hilfe der Zerlegung (VI.1) erhalten wir daraus1
Aiµ =
1
2
gλν ǫ
jk
ie
λ
j∂µe
ν
k (VI.7.a)
Biµ = g00 gλνe
λ
i∂µnˆ
ν , (VI.7.b)
was sich durch direktes Einsetzen in die Trivialisierungsbedingungen (VI.4.a) und
(VI.4.b) verifizieren la¨ßt. Wir sehen nun, daß A die Verschiebung des Dreibeins eµ
innerhalb ∆ regelt, wa¨hrendB den Verlauf des Normalenvektorfeldes nˆ kennzeichnet.
nˆ und damit ∆ sind SO(3) eichinvariant, da SO(3) nur auf die eµi wirkt und ∆ in
sich u¨berfu¨hrt.[9]
Weiter definieren wir die charakteristische Distribution
∩
∆, die von den Biµ
aufgespannt werden soll. Der charakteristische Vektor pˆ fungiert hierbei als Normalenvektor,
1Wir beschreiben hier gleichzeitig die Aufspaltung der (pseudo-) Euklidischen Ra¨ume E4,M4
(Metrik: g = diag(
+
−
1,−1,−1,−1))
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das heißt es gilt
Biµpˆ
µ = 0 . (VI.8)
∩
∆ ist ebenfalls SO(3) invariant. Denn aufgrund des tensoriellen Verhaltens von B
unter SO(3) Eichtransformationen sind die umgeeichten B’ nur Linearkombinationen
der altenB. Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen den beiden Distributionen
∩
∆ und ∆ untersuchen. Aus der Orthogonalita¨tsbedingung (VI.8) und Gleichung
(VI.7.b) erhalten wir
(pˆµ∂µnˆ
ν) eiν = 0 . (VI.9)
Da nˆ normiert ist, gilt außerdem
(∂µnˆ
ν) nˆν = 0 , (VI.10)
also insgesamt
pˆµ (∂µnˆ
ν) = 0 . (VI.11)
D.h. der Normalenvektor nˆ der repra¨sentativen Distribution ∆ wird entlang der
Integrallinien von pˆ, den sogenannten charakteristischen Linien, bezu¨glich der
Konnexion
◦
ω parallel verschoben.
VI.2 Konstruktion des charakteristischen Bu¨ndels
VI.2.1 Trivialisierbarkeit und Torsion
Wir wollen uns nun wieder dem Problem, der Bestimmumg der Riemannschen-
, bzw. Riemann-Cartanschen Struktur, zuwenden. Nach Kapitel 2 la¨ßt sich die
Metrik des Raumes folgendermaßen aus B und pˆ aufbauen: 2
Gµν = ′c
2BiµB
i
ν + g00pˆµpˆν (VI.12)
2Um die Metrik dimensionslos zu halten, fu¨hren wir einen La¨ngenparameter ′c auf der rechten
Seite der Gleichung ein
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Aus der kovarianten Ableitung von G erhalten wir mit Hilfe der Definition der
allgemein kovarianten Ableitung
∇λGµν = ′c2 (DλBiµ)Biν + ′c2
(DλBiν)Biµ + (∇λpˆµ) pˆν + pˆµ (∇λpˆν) . (VI.13)
Die Bedingung der kovarianten Konstanz von G ist nun erfu¨llt wenn gilt
DλBiµ = 0 (VI.14)
bzw ausgeschrieben
DλBiµ = Γ
σ
µλBiσ (VI.15)
sowie
∇λpˆµ = 0 . (VI.16)
Es existieren nun entscheidende Einschra¨nkungen fu¨r die bis jetzt nicht na¨her
festgelegte GL(4,R) wertige Konnexion Γ 3
Die erste Einschra¨nkung fu¨r Γ ru¨hrt von der Tatsache her, daß wir aufgrund
der Gleichungen (VI.4.a) und (VI.4.b) von trivialisierbaren Eichfeldern ausgehen.
Definiert man nun die Torsion Z wie u¨blich 4
Zλµν =
1
2
(
Γλµν − Γλνµ
) ≡ Γλ[µν] , (VI.17)
so gilt fu¨r einen beliebigen Gradientenvektor C
Cµ = ∂µC (VI.18)
folgende Identita¨t [15]
∇[µCν] = ZλµνCλ . (VI.19)
3In diesem Kapitel ist Γ die Riemann-Cartan Verallgemeinerung der Riemannschen
Konnexion Γ aus Kapitel 2
4Die Indexklammer [· · · ] bedeutet die totale Antisymetrisierung der eingeschlossenen Indizes.
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Benutzt man nun Gleichung (VI.15) fu¨r die zweite Trivialisierbarkeitsbedingung
(VI.4.b), so erha¨lt man folgende einschra¨nkende Bedingungsgleichung fu¨r die Torsion
Z von Γ:
ZλµνBiλ = 0 . (VI.20)
Da der charakteristische Vektor pˆ definitionsgema¨ß durch die extrinsische Kru¨mmung
annihiliert wird, vgl. (VI.8), erha¨lt man fu¨r den Torsionstensor Z folgenden Ausdruck
Zλµν = g00 pˆ
λpˆσZ
σ
µν . (VI.21)
Diese spezielle Form der Torsion, la¨ßt sich nun nicht aus Gleichung (VI.15) herleiten,
vielmehr wird durch diese Gleichung nur der sogenannte wesentlichen Teil γ von
Γ festgelegt:
γλµν = Pˆ
λ
σ Γ
σ
µν (VI.22)
wobei wir den Projektor Pˆ auf die charakteristische 3-Ebene wie folgt definiert
haben:
Pˆ λσ = g
λ
σ − g00 pˆλpˆσ (VI.23.a)
pˆλpˆλ = gµν pˆ
µpˆν = g00 . (VI.23.b)
Somit ko¨nnen wir nun die zweite Trivialisierbarkeitsbedingung (VI.4.b) mit Hilfe
des wesentlichen Teils γ ausdru¨cken
DµBiν = γ
λ
νµBiλ , (VI.24)
wobei γ nun symmetrisch sein muß
γλµν = γ
λ
νµ . (VI.25)
Die Konnexion Γ wird also nicht vollsta¨ndig durch das Eichpotential A und derem
assozierten Kru¨mmungsfeld B 5 (≡ Bi, i = 1, 2, 3) festgelegt. Der verbleibende
5Gleichbedeutend hierzu verwenden wir den Begriff
”
extrinsische Kru¨mmung“
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Freiheitsgrad ist die Komponente parallel zu pˆ, wobei sich die Torsion Z (VI.21)
gerade als schiefsymmetrischer Teil eben dieses Freiheitsgrades erweist. Dies ermo¨glicht
es uns die unbestimmte Komponente von Γ so festzulegen, daß eine konsistente
Riemann-Cartan-Struktur ensteht; wie im folgenden gezeigt wird. Die so vollsta¨ndig
bestimmte Standard-Konnexion Γ besitzt eine nichtverschwindende Torsion Z, so
daß wir im allgemeinen keine streng Riemannsche Raum-Zeit Struktur zugrunde
legen ko¨nnen.
VI.2.2 Die Bu¨ndel-Konnexion
In diesem Abschnitt wollen wir die geometrische Bedeutung der GL(4,R)
Konnexion Γ mit Hilfe des charakteristischen Vektorfeldes pˆ untersuchen. Dazu
verlassen wir das charakteristische Bu¨ndel
∩
τ 4 und untersuchen die Trivialisierbarkeitsbedingungen
(VI.4.a) und (VI.4.b) mit Hilfe der aus dem repra¨sentative Bu¨ndel stammenden
Gro¨ßen. Die kovarianten Ableitungen der τ 4 Bu¨ndelschnitte e
ν
i ko¨nnen mit Hilfe
der extrinsischen Kru¨mmung aus τ 4 folgendermaßen ausgedru¨ckt werden:
Dµe
ν
i = −Biµnˆν . (VI.26)
Betrachten wir uns nun die zweite Bedingung (VI.4.b). Da der Normalenvektor nˆ
eine eichinvariante Gro¨ße ist erha¨lt man aus (VI.7.b) mit Hilfe von (VI.26)
DµBiν = g00 gλσe
λ
i∂µ∂ν nˆ
σ , (VI.27)
woraus man unmittelbar die Identita¨t (VI.4.b) erkennt.
Wir ko¨nnen nun eine wichtige Schlußfolgerung aus Gleichung (VI.27) ziehen.
Kombiniert man sie na¨mlich mit (VI.24), so ergibt die Kontraktion mit pˆ eine
Beziehung zwischen der Normalen nˆ von ∆ und dem wesentlichen Teil γ von Γ:
pˆν∂ν∂µnˆ
λ = γσµν pˆ
ν∂σnˆ
λ . (VI.28)
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Andererseits impliziert die Definition des charakteristische Vektorfeldes
Pˆ µν∂µnˆ
λ = ∂ν nˆ
λ . (VI.29)
Differenziert man diese Gleichung und kontrahiert sie mit pˆ, so ergibt sich ein der
Gleichung (VI.28) a¨hnlicher Ausdruck:
pˆν∂ν∂µnˆ
λ =
(
∂µPˆ
σ
ν
)
pˆν
(
∂σnˆ
λ
)
. (VI.30)
Ein Vergleich mit (VI.28) ergibt als Resultat
∂λpˆ
σ + γσνλ pˆ
ν = 0. (VI.31)
Dies ist ein interessantes Ergebnis: Denn ko¨nnte der wesentliche Teil γ durch
die Konnexion Γ ersetzt werden, so wa¨re der Einheitsvektor kovariant konstant
bezu¨glich der GL(4,R) Konnexion Γ, welche durch Gleichung (VI.15) unabha¨ngig
vom charakteristischen Vektorfeld eingefu¨hrt wurde. Daß dies in der Tat mo¨glich
ist, la¨ßt sich folgendermaßen zeigen. Wir spalten die Konnexion Γ in ihren wesentlichen
Teil γ und einen
”
Rest“ z auf
Γλµν = γ
λ
µν + pˆ
λ zµν . (VI.32)
Letzterer gehorche der Bedingung
zµν pˆ
µ = 0. (VI.33)
Der charakteristische Vektor ist nun in der Tat kovariant konstant
∇λpˆσ = ∂λpˆσ + Γσνλpˆν = 0 , (VI.34)
wa¨hrend die Torsion Z folgender Gleichung genu¨gt
Zλµν = pˆ
λz[µν]. (VI.35)
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Die kovariante Konstanz von pˆ ist außerdem konsistent mit der Normalisierungsbedingung
(VI.23.b) und der Orthogonalita¨tsbedingung (VI.8) aufgrund folgender Identita¨t
Dµ
(
Biλpˆ
λ
) ≡ (DµBiλ) pˆλ +Biλ (∇µpˆλ) . (VI.36)
Die geometrische Bedeutung der Standard-Konnexion Γ wird nun deutlich. Γ ist
die (lokale) Konnexionsform im charakteristischen Bu¨ndel
∩
τ 4. Diese Konnexion la¨ßt
sich ferner aus
”
extrinsischer“ Sicht mit Hilfe eines kartesischen Koordinatensystems
im einbettenden Raum beschreiben. Betrachtet man zum Beispiel einen Schnitt
Vµ(x) aus dem Bu¨ndel
∩
τ 4, so gilt
pˆµVµ = 0 , (VI.37)
Die Bedingung der kovarianten Konstanz von pˆ, Gleichung (VI.34), garantiert daß
die Ableitung von V ebenfalls ein Objekt aus
∩
τ 4 ist:
pˆµ∇λVµ = 0 . (VI.38)
Im allgemeinen ist die so gefundene Standard-Konnexion nicht identisch der Konnexion,
die man durch Reduktion der kanonischen Konnexion
◦
ω auf eine im E4 oder M4
eingebettete Distribution, erha¨lt. Man erkennt dies leicht an folgendem Beispiel:
Die t’Hooft-Polyakov Monopol Lo¨sung [12] fu¨r ein gekoppeltes SO(3) Yang-Mills-
Higgs System entha¨lt ein trivialisierbares Eichfeld, welches gleichzeitig statisch in
dem Sinne ist, daß die charakteristischen Linien bezu¨glich
◦
ωgerade Linien sind. Das
heißt, die charakteristischen Fla¨chen sind flache 3-er Hyperebenen (z.b. orthogonal
zur x0 Achse). Die Oberfla¨chenreduktion von
◦
ω auf diese Hyperebenen ergibt eine
Konnexion mit verschwindender Kru¨mmung im Widerspruch zur nichttrivialen
t’Hooft-Polyakov Lo¨sung fu¨r das Eichfeld, dessen Feldsta¨rketensor ungleich Null
ist. Andererseits gibt es Konfigurationen, bei denen sowohl Γ als auchA u¨bereinstimmen,
und aus diesem Grunde SO(3) Reduktionen von
◦
ω sind. Ein Beispiel ist die
Euklidische Ein-Meron Lo¨sung [11], bei welcher die Distributionen ∆ und
∩
∆ in
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eine spha¨rische Distribution u¨bergehen, d.h. die Integralfla¨chen sind in beiden
Fa¨llen konzentrische 3-Spha¨ren um den Ort des Merons.
VI.2.3 Die Bu¨ndelkru¨mmung
Nachdem nun die Bedeutung von Γ als eine Bu¨ndelkonnexion in
∩
τ 4 erkannt
wurde, besteht der na¨chste Schritt in der Auffindung der korrespondierenden Bu¨ndelkru¨mmung
R, die wie u¨blich [15] definiert ist:
Rσνµλ = ∂µΓ
σ
νλ − ∂λΓσνµ + ΓσκµΓκνλ − ΓσκλΓκνµ . (VI.39)
Obwohl wir die genaue Gestalt der Konnexion Γ bis jetzt noch nicht kennen, ist
es doch mo¨glich einige Aussagen u¨ber die ihre Kru¨mmung R zu machen.
Dazu kombinieren wir die Identita¨t
∇[λ∇µ] pˆσ = 1
2
Rσνλµ pˆ
ν + Zνλµ∇ν pˆσ (VI.40)
mit der Bedingung der kovarianten Konstanz von pˆ (VI.34), und erhalten
Rσνλµ pˆ
ν = 0 . (VI.41)
Diese Bedingung ist also automatisch erfu¨llt. Damit R, in U¨bereinstimmung mit
seiner Bedeutung als Bu¨ndelkru¨mmung in
∩
τ 4, vollsta¨ndig innerhalb der charakteristischen
Distribution
∩
∆wirkt, mu¨ssen wir zusa¨tzlich fordern, daßR durch den charakteristischen
Vektor pˆ bezu¨glich des gesamten ersten Indexpaares annihiliert wird. Das heißt,
es muß zusa¨tzlich gelten:
pˆσR
σ
νµλ = 0 . (VI.42)
Diese Bedingung wird nun im allgemeinen nicht erfu¨llt sein. Sie repra¨sentiert
vielmehr eine weitere Einschra¨nkung fu¨r die Standard-Konnexion Γ. Das ist nicht
weiter schlimm, da wir in Γ ja einen bis jetzt unbestimmten Teil z haben, welchen
wir dazu verwenden wollen, Gleichung (VI.42) zu erfu¨llen.
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Betrachten wir uns dazu die Aufspaltung von Γ in den wesentlichen Teil γ und
den Rest z, wobei letzterer der Bedingung (VI.33) unterworfen ist, so la¨ßt sich
(VI.42) in eine Gleichung fu¨r z umschreiben. Setzt man dazu Gleichung (VI.32)
in den definierenden Ausdruck (VI.39) fu¨r R ein, so ergibt sich eine komplizierte
Differentialgleichung fu¨r z
∂µzνλ − ∂λzνµ = g00 γσνλ (∂µpˆσ − g00 zσµ)− g00 γσνµ (∂λpˆσ − g00 zσλ) (VI.43)
Es la¨ßt sich jedoch eine einfache Lo¨sung angeben, welche (VI.33) gehorcht:
zσµ = g00 ∂µpˆσ . (VI.44)
Diese Gleichung kann man auch mit Hilfe von (VI.31) umschreiben
zσµ = −g00 γσνµpˆν . (VI.45)
Somit ergibt sich fu¨r die Standard-Konnexion Γ
Γλµν = γ
λ
µν − g00 pˆλpˆσγµσν , (VI.46)
und fu¨r die dazugeho¨rige Torsion (VI.35)
Zλµν = −g00 pˆλ∂[µpˆν] . (VI.47)
Die Lo¨sung des Problems (VI.42) in der Gestalt der Standard-Konnexion Γ (VI.46)
ist immer mo¨glich. Da Γ auf einer speziellen Lo¨sung der Differentialgleichung fu¨r z
(VI.43) basiert, ist es denkbar, daß weitere Konnexionen existieren, deren Torsion
Z verschwindet. Zu diesem Punkt werden wir spa¨ter zuru¨ckkehren.
Der charakteristische Vektor pˆ ist nun in der Tat unter der oben gefundenen
Standard-Konnexion kovariant konstant; d.h. es gilt nicht nur (VI.34) sondern
zusa¨tzlich auch noch
∇λpˆσ ≡ ∂λpˆσ − Γρσλpˆρ = 0 , (VI.48)
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wobei wir die Indizes momentan noch mit der Minkowskischen bzw. Euklidischen
Metrik gµν bewegt haben. Es gilt also
pˆσ = gσλpˆ
λ, γµσν = gµλγ
λ
σν usw. (VI.49)
Die Metrik g ist natu¨rlich nicht kovariant konstant bezu¨glich Γ, jedoch gelten
auf jeden Fall die zwei Gleichungen (VI.34) und (VI.48). Aus diesem Grund kann
man nun vermuten, daß eine Metrik G existiert, welche bezu¨glich Γ kovariant
konstant ist, und die wie g agiert, wenn man sie auf Vektoren anwendet, welche in
die charakteristische Richtung zeigen. Das heißt
Gµν pˆ
µpˆν = gµν pˆ
µpˆν = g00 . (VI.50)
Der Beweis dieser Annahme ist Gegenstand des folgenden Abschnittes.
VI.2.4 Die Fasermetrik
Um die geometrischen Gro¨ßen des charakteristischen Bu¨ndels zu vervollsta¨ndigen
beno¨tigen wir eine Fasermetrik fu¨r
∩
τ 4. Die Fasermetrik fu¨r das repra¨sentative
Bu¨ndel τ 4 ist die 3-dimensionale Metrik g, welche bezu¨glich der trivialisierbaren
Konnexion A kovariant konstant ist:
Dλgij = 0 . (VI.51)
Ferner versuchen wir eine neue Fasermetrik G fu¨r das Tangentenbu¨ndel
◦
τ 4 zum
Basisraum E4 bzw M4 zu finden, welche einerseits
∇λGµν = 0 (VI.52)
gehorcht, und andererseits der Bedingung (VI.50) genu¨gt. Die Einschra¨nkung
∩
G
von G auf
∩
∆ kann man dann als Fasermetrik fu¨r das charakteristische Bu¨ndel
∩
τ 4
verwenden:
∩
Gµν= Gµν − g00 pˆµpˆν (VI.53)
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Die Gleichungen (VI.48) und (VI.52) garantieren die kovariante Konstanz von
∩
G:
∇λ
∩
Gµν= 0 . (VI.54)
Es la¨ßt sich nun leicht ein Ausdruck fu¨r
∩
G finden:
∩
Gµν= ′c
2BiµB
i
ν ≡ ′c2Bµν . (VI.55)
Die kovariante Konstanz (VI.54) ist sofort gezeigt, wenn man beru¨cksichtigt, daß
gilt:
∇λBµν = 0 ; (VI.56)
was wir mit Hilfe der Identita¨t
∇λBµν = (DλBiµ)Biν + Biµ
(DλBiν) , (VI.57)
sowie der Bedingung (VI.14) fu¨r die allgemein kovariante Konstanz der extrinsischen
Kru¨mmung B leicht zeigen ko¨nnen. Wir haben nun außer der Metrik g noch eine
zweite Metrik G im Tangentenbu¨ndel
◦
τ 4, und mu¨ssen aus diesem Grunde eine
gewisse Vorsicht walten lassen, wenn wir Indizes bewegen. Folgende Konvention
gelte: Indizes, die mit G bewegt werden, kennzeichnen wir mit einem Punkt. Die
folgenden Beispiele mo¨gen dies verdeutlichen.
pˆµ˙ = Gµν pˆ
ν = pˆµ (VI.58.a)
Gµν = ′c
2Bµν + g00 pˆ
µpˆν (VI.58.b)
Gµ˙ν˙ = ′c
−2
(
B−1
)µν
+ g00 pˆ
µpˆν (VI.58.c)
(
B−1
)µν
Bνλ = Pˆ
µ
λ (VI.58.d)
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Gµ˙ν˙Gνλ = g
µ
λ . (VI.58.e)
Die Objekte Gµν , Bµν , Pˆ µν und Pˆ
µν sind im allgemeinen nicht konstant, es gilt
vielmehr
∇λGµ˙ν˙ = 0 (VI.59.a)
∇λ
(
B−1
)µν
= 0 (VI.59.b)
∇λPˆ µν = 0 . (VI.59.c)
Wir wollen nun die aus der Existenz der Metrik G folgenden Eigenschaften der
Kru¨mmung R untersuchen. Betrachten wir dazu die allgemeingu¨ltige Identita¨t
(∇λ∇σ −∇σ∇λ)Gµν ≡ −RρµλσGρν −RρνλσGµρ + 2Zρλσ∇ρGµν , (VI.60)
und beru¨cksichtigen die kovariante Konstanz von G (VI.13), so erhalten wir die
Schief-Symmetrie des Kru¨mmungsoperators R
Rν˙µλσ = −Rµ˙νλσ . (VI.61)
Wir sehen nun, daß die Geometrie des charakteristischen Bu¨ndels eine Riemann-
Cartan Struktur besitzt. Die Konnexion Γ la¨ßt sich nun in diesem Riemann-Cartan
Raum in einen Riemannschen Teil Γ˜ und in die sog. Kontorsion K zerlegen [13]
Γλµν = Γ˜
λ
µν +K
λ
µν (VI.62)
Der Riemannsche Teil Γ˜ ist hierbei durch die Christoffel Symbole gegeben
Γ˜λµν =
1
2
Gλ˙σ˙ (∂µGσν + ∂νGσµ − ∂σGµν) . (VI.63)
wogegen sich die Kontorsion K folgendermaßen aus der Torsion Z zusammensetzt:
Kλµν = Z
λ
µν + Zµ˙ν
λ˙ + Zν˙µ
λ˙ . (VI.64)
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VI.3 Der Bu¨ndelisomorphismus
Die Beziehung der beiden Bu¨ndel τ 4 und
∩
τ 4 zueinander ist enger als es die
vorausgehenden Betrachtungen zuna¨chst erscheinen lassen. Es wird sich in der Tat
zeigen, daß die beiden Bu¨ndel isomorph sind, und damit als identisch betrachtet
werden ko¨nnen.
Wir wollen in diesem Kapitel den Bu¨ndelisomorphismus untersuchen. Die Ergebnisse
benutzen wir dann um die Kru¨mmungR aus
∩
τ 4 mit Hilfe der extrinsischen Kru¨mmung
B aus τ 4 auszudru¨cken. Dies wird uns zu einer Verallgemeinerung der Dimeronkonfiguration
fu¨hren. Dabei zeigt sich, daß die meisten Eigenschaften des Dimeron Falles diese
Verallgemeinerungsprozedur unvera¨ndert u¨berstehen. So vertra¨gt sich zum Beispiel
die Riemann-Cartan Struktur formal mit den Bedingungen fu¨r die Existenz eines
konformal flachen, lokal symmetrischen Einstein Raumes. Wir ko¨nnen daraus folgern,
daß die charakteristischen Fla¨chen eine konstante Kru¨mmung besitzen.
VI.3.1 Die Bu¨ndelabbildung
Die beiden Bu¨ndel τ 4 und
∩
τ 4 werden miteinander durch eine Abbildung verknu¨pft,
die durch die extrinsische Kru¨mmung B von τ 4 induziert wird. Betrachten wir
zuna¨chst die Bu¨ndelabbildung [
∩
B]:
[
∩
B] : τ 4 → ∩τ 4 . (VI.65)
Durch diese Abbildung wird ein Schnitt v ∈ τ 4 in sein Bild V ∈ ∩τ 4 u¨bergefu¨hrt,
so daß gilt
Vµ = ′cBiµv
i , (VI.66)
wobei der Parameter ′c aus Dimensionsgru¨nden eingefu¨hrt wurde. Diese Bu¨ndelabbildung
kann man natu¨rlich auf alle Tensorprodukte erweitern. So la¨ßt sich z.B. die Fasermetrik
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∩G (VI.55) aus
∩
τ 4 als das Bild der Fasermetrik g (VI.51) darstellen:
∩
Gµν= ′c
2BiµBjνg
ij . (VI.67)
Aus diesem Grund ist das Skalarprodukt zweier Schnitte (u,v) ∈ τ 4 und ihrer
Bilder (U,V) ∈ ∩τ 4 invariant bezu¨glich [
∩
B]
G(U,V) = g(u,v), (VI.68)
bzw. in Komponenten
Gµ˙ν˙UµVν = gijv
iuj . (VI.69)
Die inverse Abbildung [B¯] bildet jeden Schnitt V ∈ ∩τ 4 nach τ 4 ab:
vi = ′cBiµV
µ˙ . (VI.70)
Kombiniert man beide Abbildungen, so zeigt sich daß (VI.70) und (VI.66) die
Identita¨tsabbildung fu¨r die korrespondierenden Bildra¨ume ergeben:
[B¯] ◦ [ ∩B] = idτ4 (VI.71.a)
[
∩
B] ◦ [B¯] = id∩
τ4
. (VI.71.b)
Somit haben wir die 1-1 Beziehung der beiden Bu¨ndel gezeigt!
VI.3.2 Extrinsische und intrinsische Kru¨mmung
Fu¨r einen affinen Bu¨ndelisomorphismus [15] genu¨gt es nicht, daß die Fasern
u¨ber jedem Punkt x im Basisraum in 1-1 Beziehung stehen. Zusa¨tzlich muß die
Aufspaltung in einen horizontalen und einen vertikalen Unterraum mit der Bu¨ndelabbildung
konsistent sein. Mit anderen Worten, der Prozeß der Parallelverschiebung muß mit
der Bu¨ndelabbildung vertauschen. Dies ist in der Tat der Fall, falls die kovarianten
Ableitungen mit der Bu¨ndelabbildung kommutieren, das heißt es muß gelten:
∇ ◦ [ ∩B] = [
∩
B] ◦D (VI.72.a)
D ◦ [B¯] = [B¯] ◦∇ . (VI.72.b)
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In Komponenten ausgedru¨ckt lauten diese Bedingungen
∇λVµ = ′cBiµ
(
Dλv
i
)
(VI.73.a)
Dλvi = ′cBiµ∇λV µ˙ (VI.73.b)
Differenziert man die korrespondierenden Gleichungen (VI.66) und (VI.70), so
erhalten wir
∇λVµ ≡ ′c (DλBiµ) vi + ′cBiµ
(
Dλv
i
)
(VI.74.a)
Dλvi ≡ ′c (DλBiµ) V µ˙ + ′cBiµ
(∇λV µ˙) . (VI.74.b)
Benutzen wir weiter die Konstanzbedingung (VI.14) fu¨r die extrinsische Kru¨mmung
B so zeigt sich, daß (VI.73.b) und (VI.73.a) erfu¨llt sind.
Aufgrund dieser Tatsache zeigt sich, daß die extrinsischen Kru¨mmungskoeffizienten
sowohl in τ 4 als auch in
∩
τ 4 wirken. Diese Gro¨ßen ko¨nnen deshalb auch nur durch
gleichzeitige Anwendung der trivialisierbaren Konnexion A und der Standard-
Konnexion parallel verschoben werden. Die allgemein kovariante Ableitung D
(VI.14) beru¨cksichtigt dies und la¨ßt sich deshalb auf alle gemischten Objekte mit
beliebigem Rang anwenden. Die oben aufgefu¨hrten Transportgesetze mit ∇ und
D sind also nur spezielle Fa¨lle des allgemeineren Transportes durch D.
Mit Hilfe dieses Bu¨ndelisomorphismus wollen wir nun die Beziehung der beiden
Bu¨ndelkru¨mmungen untersuchen. Da sich die intrinsische Kru¨mmung F in τ 4 mit
Hilfe der ersten Trivialisierungsbedingung (VI.4.a) vollsta¨ndig durch die extrinsischen
Kru¨mmungsfelder B ausdru¨cken la¨ßt, ko¨nnen wir die Kru¨mmung R in
∩
τ 4 ebenfalls
vollsta¨ndig mit Hilfe von B formulieren. Um zu einer Beziehung zwischen R und
B zu gelangen, differenzieren wir die Gleichungen (VI.72.a) einmal. Wir erhalten
symbolisch:
∇ ◦∇ ◦ [ ∩B] = [
∩
B] ◦D ◦D (VI.75.a)
D ◦D ◦ [B¯] = [B¯] ◦∇ ◦∇ . (VI.75.b)
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In Komponenten ausgedru¨ckt, ergibt sich nach Schief-Symmetrisierung
∇[σ∇λ]Vµ = ′cBiµD[σDλ]vi (VI.76.a)
D[σDλ]vi = ′cBiµ∇[σ∇λ]V µ˙ . (VI.76.b)
Beru¨cksichtigen wir noch die Identita¨ten
D[σDλ]vi ≡ 1
2
ǫijk Fjσλv
k + Zρσλ
(
Dρv
i
)
(VI.77.a)
∇[σ∇λ]Vµ ≡ −1
2
RρµσλVρ + Z
ρ
σλ (∇ρVµ) , (VI.77.b)
sowie die Bu¨ndelabbildungen (VI.66) und (VI.70), so erhalten wir die Beziehung
Rρµσλ = −
(
Pˆ ρσBµλ − Pˆ ρλBµσ
)
. (VI.78)
Diese spezielle Gestalt der Kru¨mmungR hat wiederum die Form fu¨r die Euklidische
Dimeron Konfiguration [8] ! Wir ko¨nnen R als total kovariantes Objekt schreiben,
indem wir den ersten Index mit Hilfe der Fasermetrik
∩
G (VI.55) senken:
Rµ˙νσλ = −′c2 (BµσBνλ − BµλBνσ) . (VI.79)
In dieser Gestalt ist die Kru¨mmungR aus
∩
τ 4 vollsta¨ndig mit Hilfe der extrinsischen
Kru¨mmung B aus τ 4 ausgedru¨ckt. Stehen die ersten beiden Indizes oben, so la¨ßt
sich R durch den Euklidischen Projektor Pˆ allein ausdru¨cken:
Rµν˙σλ = −′c−2
(
Pˆ µσPˆ
ν
λ − Pˆ µλPˆ νσ
)
. (VI.80)
R genu¨gt den beiden Bedingungen (VI.41), (VI.42), und la¨ßt außer dem charakteristischen
Vektor pˆ keinen weiteren kovariant konstanten Vektor zu! Insbesondere gibt es
keinen
∩
τ 4 Schnitt U dessen kovariante Ableitung wie folgt lautet:
∇λUµ = Nµpˆλ. (VI.81)
Um diese Annahme zu beweisen, benutzen wir die Identita¨ten (VI.77.a) und das
Ergebnis (VI.78) fu¨r R und erhalten
∇[σ∇λ]Uµ = pˆ[λ∇σ]Nµ = Bµ[λUσ] (VI.82)
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Da der letzte Term pˆ nicht entha¨lt, muß er identisch Null sein, was nur mo¨glich ist
fu¨r verschwindendes U. Das heißt die Gleichung (VI.81) besitzt keine nicht-triviale
Lo¨sung fu¨r U und demzufolge gibt es außer pˆ keinen kovariant konstanten Schnitt.
Die Konsequenz davon ist, daß die kovariante Ableitung eines beliebigen Schnittes
aus
∩
τ 4 in Wirklichkeit folgende Gestalt haben muß:
∇λUµ = Nµpˆλ +Mµλ . (VI.83)
Aufgrund von (VI.38) ko¨nnen wir ohne Beschra¨nkung der Allgemeinheit setzen:
pˆµNµ = pˆ
µMµλ = pˆ
λMµλ = 0 . (VI.84)
Der Tensor M kann nun im Gegensatz zum Vektor N niemals verschwinden. Um
dafu¨r ein Beispiel zu geben, lo¨sen wir die Konstanzbedingung (VI.14) nach der
koordinaten kovarianten Ableitung ∇B auf, und erhalten mit Hilfe von (VI.83)
∇λBiµ = Niµpˆλ +Miµλ , (VI.85)
mit
Niµ = ǫi
jkBkµ (pˆ
σAjσ) (VI.86.a)
Miµλ = g00ǫi
jkBkµAjσPˆ
σ
λ . (VI.86.b)
Benu¨tzen wir nun diejenige Eichung in der A ≡ B ist (positive Eichung siehe
[10]), so reduziert sich (VI.85) zu
∇λBiµ = Fiλµ . (VI.87)
Wir sehen, daß der Vektor N, aber nicht der Tensor M in (VI.85) weggeeicht
werden kann. Mit einer a¨hnlichen Argumentation la¨ßt sich zeigen, daß es außer
∩
G
keinen weiteren kovariant konstanten Tensor zweiten Ranges in
∩
τ 4 gibt.
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VI.3.3 Verallgemeinerte Konformalita¨t
Die vorausgehenden Untersuchungen des Bu¨ndelisomorphismus ko¨nnen dazu
benu¨tzt werden, um zu untersuchen, wie die konformalen Eigenschaften der Dimeron
Konfiguration zu verallgemeinern sind. Dazu erinnern wir uns, daß die notwendige
und hinreichende Bedingung fu¨r die konformale Flachheit eines Riemannschen
Raumes in mindestens vier Dimensionen das Verschwinden des Weylschen Tensors
W ist [16].
W νµ˙κλ = R
νµ˙
κλ − 2
n− 2
(Rν˙ [κGµ˙λ] −Rµ˙[κGν˙λ])+ 2
(n− 1)(n− 2) S G
ν˙
[κG
µ˙
λ] .
(VI.88)
Streng genommen gilt dieses Kriterium nur fu¨r einen Riemannschen Raum, doch
liegt die Mo¨glichkeit nahe, es formal auf jeden Raum, der eine symmetrische Metrik
G und einen eindeutigen Ricci Tensor R besitzt, auszudehnen:
Rµ˙ν = Rσµ˙σν = Rµ˙σνσ . (VI.89)
Einen Raummit diesen Eigenschaften ko¨nnte man dann als einen
”
fast Riemannschen
Raum“ bezeichnen. Wenden wir dieses verallgemeinerte Kriterium auf unsere Situation
an, so zeigt sich, daß die Bu¨ndelgeometrie unseres trivialisierbaren Eichfeldes in der
Tat von einer konformal flachen Riemann-Cartan’schen Struktur herru¨hrt! Denn
kontrahieren wir den Kru¨mmungstensor (VI.80) so erhalten wir fu¨r R
Rµ˙σ = −2′c−2Pˆ µσ (VI.90.a)
Rµσ = −2Bµσ . (VI.90.b)
Damit ergibt sich der Kru¨mmungsskalar S zu
S ≡ Rµµ = −6′c−2 , (VI.91)
welcher natu¨rlich aufgrund der Gleichungen (VI.79) und (VI.90.b) kovariant konstant
sein muß:
∇λRµ˙νρσ = ∇λRµν = ∂λS = 0 . (VI.92)
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Dru¨cken wir den Ricci Tensor R mit Hilfe des Skalars S aus, ergibt sich weiter
Rµσ = 1
3
S
∩
Gµσ, (VI.93)
was nichts anderes bedeutet, als das wir im wesentlichen einen Einsteinschen Raum
mit drei Dimensionen vorliegen haben. Die Anzahl der Dimensionen ist plausibel,
wenn wir uns vergegenwa¨rtigen, daß die Bu¨ndel Geometrie auf der 3-dimensionalen
Distribution
∩
∆ basiert.
Wir ko¨nnen nun entweder die gesamte MetrikG, zusammem mit der Dimension
n = 4, oder die Fasermetrik
∩
G mit n = 3 Dimensionen im Weylschen Tensor
(VI.88) verwenden. In beiden Fa¨llen verschwindet W, was unsere Definition der
verallgemeinerten konformalen Flachheit rechtfertigt. Die folgende Betrachtung
verdeutlicht dies:
Es existiert ein Theorem in der Riemannschen Geometrie, welches besagt, daß
jeder konformal flache Einstein Raum ein Raum mit konstanter Kru¨mmung ist.
Die Verallgemeinerung dieses Theorems auf die vorliegende nicht-Riemannsche
Struktur ist in der Tat mo¨glich: Unser dreidimensionaler Einsteinsche Raum (VI.93)
besitzt sowohl im intrinsischen (n = 3), als auch im extrinsischen (n = 4) Fall einen
verschwindenden Weylschen Tensor, so daß die verallgemeinerte Konformalita¨t
gesichert scheint. Jedoch taucht nun ein Problem auf: das Verschwinden des Weylschen
Tensors ist nur in n ≥ 4 Dimensionen eine hinreichende Bedingung fu¨r konformale
Flachheit. Unsere Bu¨ndelgeometrie ist jedoch dreidimensional. Aus diesem Grund
mu¨ssen wir eine weitere Bedingung fu¨r konformale Flachheit finden. Diese besteht
im Verschwinden des TensorsW [17]:
Wµνλ = ∇λRµ˙ν −∇νRµ˙λ + 1
4
(Gµλ ∂νS −Gµν ∂λS) (VI.94)
Aufgrund der Konstanz des Kru¨mmungsskalars S und des Ricci Tensors R ist
dies garantiert. Der Kru¨mmungstensor R hat nun, wenn man ihn mit Hilfe der
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Fasermetrik
∩
G ausdru¨ckt, in der Tat die Form, die man fu¨r einen Raum mit
konstanter Kru¨mmung erwartet:
Rµ˙νσλ = −′c−2
(
∩
Gµσ
∩
Gνλ −
∩
Gµλ
∩
Gνσ
)
. (VI.95)
Wir ko¨nnen also unser oben aufgefu¨hrtes Kriterium der verallgemeinerten konformalen
Flachheit auf unseren nicht-Riemannschen Raum anwenden. Die Konsequenz ist,
daß sich die charakteristischen Fla¨chen, falls sie existieren, als dreidimensionale,
mit einer Riemannschen Geometrie konstanter Kru¨mmung ausgestattete Untermannigfaltigkeiten
des Basisraums herausstellen. Dies la¨ßt sich z.B. anhand der Euklidischen Dimeron
Konfiguration verdeutlichen: bei dieser bestehen die charakteristischen Fla¨chen
aus 3-Spha¨ren und sind aufgrund ihrer Einbettung in den Basisraum E4 mit
einer konstanten Kru¨mmungsgeometrie ausgestattet (s. Bild 1). Jedoch ist diese
Geometrie, die durch Projektion aus der Geometrie des einbettenden Raumes
entsteht, nicht identisch mit der charakteristischen Bu¨ndelgeometrie! Trotzdem
besitzen beide Geometrien eine konstante Kru¨mmung. Bewegen wir nun eines
der Meronzentren ins Unendliche, werden beide Geometrien identisch (vgl. die
Diskussion nach Gleichung (VI.38)), da die beiden Distributionen ∆ und
∩
∆ ineinander
u¨bergehen.
VI.4 Integrabilita¨t und Torsion
Aufgrund des Bu¨ndelisomorphismus ko¨nnen wir die beiden Bu¨ndel τ 4 und
∩
τ 4
als identisch annehmen. Auf den ersten Blick scheint dies eine paradoxe Situation
zu sein: Einerseits besagt ein bekanntes Theorem [18], daß die Konnexion A in
τ 4 torsionsfrei sein muß, da dessen Geometrie die Untergeometrie des trivialen
einbettenden Bu¨ndels
◦
τ 4 darstellt, welches natu¨rlich keine Torsion besitzt; andererseits
besitzt die Standard-Konnexion Γ in
∩
τ 4 eine nicht verschwindende Torsion, falls wir
dessen Bu¨ndelgeometrie mit globalen kartesischen Koordinaten ausdru¨cken (siehe
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Abschnitt (VI.2.1)). Aus diesem Grund mu¨ssen wir fragen ob die Torsion Z nicht
eliminiert werden kann.
Wir wollen nun untersuchen unter welchen Umsta¨nden wir die Torsion auch
im kartesischen Koordinatensystem beseitigen ko¨nnen. Es wird sich zeigen, daß
die Integrabilita¨t der charakteristischen Distribution ein hinreichendes Kriterium
dafu¨r darstellt. Das heißt, solange die Integrabilita¨tsbedingung gilt, ko¨nnen wir
eine streng Riemannsche Konnexion, die sog. charakteristische Konnexion
∗
Γ, anstelle
der Standard-Konnexion, benutzen. Ferner la¨ßt sich die korrespondierende Riemannsche
Metrik
∗
G konstruieren, so daß
∗
Γ die Levi-Civita Konnexion von
∗
G ist. Die auf
diesem Weg gefundene Riemannsche Struktur ist immer im verallgemeinerten Sinn
konformal flach und symmetrisch.
VI.4.1 Die Frobenius Bedingung
In einer Riemann-Cartan Struktur Struktur gibt es nun einige, die Torsion
Z betreffende, Identita¨ten. In unserem Fall nehmen diese eine ganz bestimmte
Form an, da wir uns mit einer fast Riemannschen Struktur bescha¨ftigen. Wenn wir
dieser Struktur die Frobeniuschen Integrabilita¨tsbedingungen fu¨r die Distribution
∩
∆ hinzufu¨gen, nimmt die Torsion eine Gestalt an, die es uns ermo¨glicht sie vollsta¨ndig
zu eliminieren.
Betrachten wir dazu zuerst die zweite Bianchi Identita¨t
Rλσ [µν;ρ] = 2R
λ
σκ [ρZ
κ
µν] . (VI.96)
Diese Identita¨t ist identisch erfu¨llt, da die linke Seite aufgrund der kovarianten
Konstanz der Kru¨mmung verschwindet (s. (VI.92)), wa¨hrend auf der rechten Seite
die Kru¨mmung R den charakteristischen Vektor pˆ in Z annihiliert. (Vgl. (VI.41),
(VI.42) und (VI.78)). Deshalb erhalten wir aus dieser Gleichung keine Einschra¨nkung
fu¨r die Torsion.
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Ganz anders liegt der Fall fu¨r die erste Bianchi Identita¨t
−Rρ[µνλ] = 2∇[µZρνλ] + 4Zκ[µνZρλ]κ . (VI.97)
Die linke Seite verschwindet, da der Kru¨mmungstensor all die Symmetrieeigenschaften
eines gewo¨hnlichen Riemannschen Tensors erfu¨llt. Aus diesem Grund gehorcht die
Torsion folgender Gleichung
∇[µZρνλ] + 2Zκ[µνZρλ]κ = 0 . (VI.98)
Falls die charakteristische Distribution integrabel ist, la¨ßt sich dieser Ausdruck
weiter vereinfachen. Die Frobeniussche Integrabilita¨tsbedingung fu¨r den Normalenvektor
pˆ von
∩
∆ lautet [19]
∂[µpˆλ] = f[λpˆµ] . (VI.99)
Ohne Beschra¨nkung der Allgemeinheit ko¨nnen wir annehmen
fµpˆµ = 0, (VI.100)
und demzufolge nimmt die Torsion der Standard-Konnexion Γ, in U¨bereinstimmung
mit (VI.47), folgende, spezielle Form an:
Zλµν = −g00 pˆλpˆ [µfν ] . (VI.101)
Wegen dieser speziellen Form der Torsion Z verschwinden die nichtlinearen Terme
in (VI.98) und es verbleibt noch
∇[µZρνλ] = 0 . (VI.102)
Eine weitere Besonderheit der speziellen Gestalt der Torsion Z (VI.101) ist die
Relation
Zλµν + Zν˙
λ˙
µ + Zµ˙ν
λ˙ = 0 . (VI.103)
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Dadurch vereinfacht sich der Ausdruck fu¨r die Kontorsion K (VI.64) zu
Kλµν = 2Zν˙µ
λ˙ . (VI.104)
Wir sehen, daß die Integrabilita¨t von
∩
∆ eine spezielle Riemann-Cartan Geometrie
erzeugt, welche einer Riemannschen Geometrie ziemlich nahe kommt. Dies zeigt
sich besonders deutlich wenn man die Bewegung eines Testteilchens in dieser
Geometrie untersucht. Hierbei taucht jedoch in einer Riemann-Cartanschen Geometrie
eine gewisse Zweideutigkeit auf [13]. Wir mu¨ssen uns na¨mlich u¨berlegen, ob das
Testteilchen einer autoparallelen oder einer geoda¨tischen Bewegung unterliegt. Fu¨r
einen streng Riemannschen Raum stimmen beide Bewegungsformen u¨berein und
das Bewegungsproblem ist eindeutig. Die Zweideutigkeit existiert selbstversta¨ndlich
auch fu¨r den vorliegenden Riemann-Cartan Raum, wenn auch in einer etwas schwa¨cheren
Form. Wir erinnern uns, daß der (Einheits) Tangentenvektor t, entlang einer
autoparallelen Kurve, bezu¨glich der Standard-Konnexion Γ parallel verschoben
wird:
tλ∇λ tµ = 0 (VI.105)
(
tλ ≡ dx
λ
ds
)
. (VI.106)
Das gleiche gilt fu¨r eine geoda¨tische Kurve, jedoch wird hier bezu¨glich des Riemannschen
Teils Γ˜ von Γ parallel verschoben (s. (VI.62)).
tλ∇˜λ tµ = 0 . (VI.107)
Die entsprechenden Differentialgleichungen fu¨r die Bewegung des Testteilchens
lauten
D2xµ
ds2
≡ d
2xµ
ds2
+ Γµνλ
dxν
ds
dxλ
ds
= 0 (VI.108.a)
D˜2xµ
ds2
≡ d
2xµ
ds2
+ Γ˜µνλ
dxν
ds
dxλ
ds
= 0 . (VI.108.b)
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Die Lo¨sungen dieser Gleichungen werden sich nun im allgemeinen Fall unterscheiden
(s. Abschnitt (VI.6)).
Im vorliegenden Fall, der durch die Gleichungen (VI.101) und (VI.104) charakterisiert
wird, unterscheiden sich die zwei Differentialoperatoren in den Gleichungen (VI.108.a)
und (VI.108.b) durch einen Torsionsterm.
D2xµ
ds2
=
D˜2xµ
ds2
+ 2Zλ˙ν
µ˙ dx
ν
ds
dxλ
ds
= 0 . (VI.109)
Aus diesem Grund stimmen die beiden Bewegungstypen u¨berein falls folgende
Bedingung erfu¨llt ist
Zλ˙ν
µ˙ tνtλ = 0 . (VI.110)
Das heißt falls die Bewegung des Testteilchens auf die charakteristische Fla¨che
beschra¨nkt bleibt. Aufgrund des Frobeniusschen Theorems wird der gesamte Raum
aus charakteristischen Fla¨chen aufgebaut, so daß die oben erwa¨hnte Zweideutigkeit
bezu¨glich der Teilchenbewegung beseitigt ist, sofern die Anfangsgeschwindigkeit t
des Teilchens im Startpunkt orthogonal zum charakteristischen Vektor pˆ ist. Mit
anderen Worten, die autoparallelen und geoda¨tischen Teilchenbahnen sind auf der
charakteristischen Fla¨che identisch. Man beachte, daß auch der Paralleltransport
bezu¨glich der Standard-Konnexion Γ die Bewegung nicht von der charakteristischen
Fla¨che wegfu¨hrt (s. Gl. (VI.38)).
Wir sehen nun, daß wir mit Hilfe der Integrabilita¨tsbedingung die Zweideutigkeit
bei der Bestimmung der Teilchenbewegung in der Riemann-Cartanschen Struktur
teilweise beseitigen ko¨nnen. Im folgenden Abschnitt werden wir die Mo¨glichkeit
untersuchen, wie sich dies vollsta¨ndig bewerkstelligen la¨ßt, indem man eine streng
Riemannsche Struktur einfu¨hrt.
VI.4.2 U¨bergang zu einer Riemannschen Struktur
Die Frobenius Bedingung (VI.99) erlaubt wesentlich weitgehendere Schlußfolgerungen
134
als das aus den vorhergehenden Betrachtungen zu entnehmen ist. Sie ermo¨glicht
es uns nun in der Tat die Torsion vollsta¨ndig zu eliminieren, so daß die Geometrie
streng Riemannsch wird. U¨berraschenderweise zeigt es sich dann, daß die entsprechende
Konnexion nicht mit dem Riemannschen Teil Γ˜ der Standard-Konnexion Γ (VI.62)
identisch ist.
Um diese neue Konnexion
∗
Γ, die sog. charakteristische Konnexion, zu finden,
betrachten wir zuerst die Standard-Konnexion Γ (VI.62) fu¨r den Fall, daß die
Integrabilita¨tsbedingung gilt. Mit Hilfe der Gleichungen (VI.104), (VI.47) und
(VI.99) erhalten wir
Γλµν = Γ˜
λ
µν − g00 pˆν
(
pˆµf
λ˙ − pˆλfµ
)
. (VI.111)
Die Integrabilita¨tsbedingung impliziert ferner die Existenz einer Funktion Φ, welche
wir dazu benu¨tzen wollen, folgendermaßen einen Gradientenvektor C zu definieren:
Cµ = fµ + Φpˆµ (VI.112.a)
∂[µCν] = 0 . (VI.112.b)
Mit Hilfe dieses Gradientenfeldes la¨ßt sich die Standard-Konnexion Γ (VI.111)
folgendermaßen ausdru¨cken
Γλµν = Γ˜
λ
µν − g00 pˆν
(
pˆµC
λ˙ − pˆλCµ
)
. (VI.113)
Um zur gesuchten charakteristischen Konnexion
∗
Γ zu gelangen, spalten wir Γ in
folgender Weise auf:
Γλµν =
∗
Γ
λ
µν +
∗
K
λ
µν , (VI.114)
mit
∗
Γ
λ
µν = Γ˜
λ
µν − g00C λ˙pˆµpˆν + g00 pˆλ (pˆνCµ − pˆµCν) (VI.115.a)
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und
∗
K
λ
µν = −g00 pˆλpˆµCν . (VI.115.b)
Bevor wir jetzt anstelle von Γ mit
∗
Γ arbeiten ko¨nnen, mu¨ssen wir uns davon
u¨berzeugen, daß die in den Abschnitten (VI.2) und (VI.3) gefundenen Eigenschaften
von Γ nicht durch
∗
Γ zersto¨rt werden. Als erstes bemerken wir dazu, daß die
charakteristische Konnexion
∗
Γ den gleichen wesentlichen Teil γ (VI.22) wie die
Standard-Konnexion Γ besitzt. Um weiter die A¨nderung der Kru¨mmung (VI.39)
zu untersuchen, geben wir deren, durch (VI.114) induzierte, Aufspaltung an:
Rλνµσ =
∗
R
λ
νµσ +∇µ
∗
K
λ
νσ −∇σ
∗
K
λ
νµ +
∗
K
λ
ρσ
∗
K
ρ
νµ −
∗
K
λ
ρµ
∗
K
ρ
νσ + 2Z
ρ
σµ
∗
K
λ
νρ .
(VI.116)
Die besondere Struktur der Kontorsion
∗
K (VI.115.b) impliziert nun das Verschwinden
der quadratischen Terme auf der rechten Seite von Gleichung (VI.116). Benu¨tzt
man weiter die kovariante Konstanz von pˆ (VI.34) zusammen mit Gleichung (VI.19),
so gilt:
∇µ
∗
K
λ
νσ −∇σ
∗
K
λ
νµ = 2Z
ρ
µσ
∗
K
λ
νρ . (VI.117)
Wir sehen also aus Gleichung (VI.116), daß die Kru¨mmung unvera¨ndert bleibt
Rλνµσ =
∗
R
λ
νµσ . (VI.118)
Als na¨chstes wollen wir zeigen, daß eine Metrik
∗
G existiert, so daß die neue
Konnexion
∗
Γ gerade die Levi-Civita Konnexion von
∗
G ist; das heißt es muß gelten
∗
∇λ
∗
Gµν= 0 . (VI.119)
Solch eine Riemannsche Metrik, die sog. charakteristische Metrik, la¨ßt sich leicht
finden, indem wir den Gradienten C folgendermaßen ausdru¨cken
Cµ = ψ
−1∂µψ = ∂µ lnψ . (VI.120)
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Beru¨cksichtigen wir weiter, daß der umskalierte charakteristische Vektor p
pµ = ψpˆµ (VI.121)
bezu¨glich der charakteristischen Konnexion
∗
Γ konstant ist
∗
∇λ pµ = 0 , (VI.122)
so impliziert dies, daß p ein Gradientenvektor und ψ demzufolge ein integrierender
Faktor fu¨r pˆ ist. Gehen wir analog Gleichung (VI.53) vor, so ergibt sich die neue
Metrik
∗
G zu
∗
Gµν= ′c
2Bµν + g00 pµpν , (VI.123)
was mit der Forderung nach kovarianter Konstanz (VI.119) konsistent ist. Die
charakteristische Metrik
∗
G definiert nun die von uns gesuchte Riemannsche Struktur!
Man beachte, daß der reskalierte charakteristische Vektor p bezu¨glich der Metrik
∗
G die Einheitsla¨nge besitzt:
p
∗
µ
pµ =
∗
Gµν p
∗
µ
p
∗
ν = g00 (VI.124.a)
p
∗
µ
= ψ−1pˆµ . (VI.124.b)
Es taucht die Frage auf, ob die in Abschnitt (VI.3.3) definierte verallgemeinerte
Konformalita¨t der Riemann-Cartan Struktur in die gewo¨hnliche konformal flache
Struktur eines rein Riemannschen Raumes u¨bergeht. Eine Berechnung des Weylschen
Tensors (VI.88) unter Verwendung der charakteristischen Metrik
∗
G zeigt, daß
dieser in der Tat, sowohl im intrinsischen Fall (n = 3), als auch im extrinsischen
Fall (n = 4), verschwindet. Man beachte, daß der Kru¨mmungstensor R, der Ricci
Tensor R, der Skalar S, und die Fasermetrik ∩G die gleichen Objekte sowohl im
Riemannschen, als auch im nicht-Riemannschen Fall sind, wogegen die Konnexionen
Γ,
∗
Γ und die MetriktensorenG,
∗
G sich in den beiden Fa¨llen, entlang der charakteristischen
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Richtung unterscheiden. Auf jeden Fall ist die Riemannsche Struktur konformal
flach, obwohl die Riemannsche Metrik
∗
G im allgemeinen der Minkowskischen-
bzw. Euklidischen Metrik g nicht proportional ist. Aus diesem Grunde muß es eine
Koordinatentransformation geben, welche
∗
G proportional zu gmacht. In speziellen
Fa¨llen (z.B. der Euklidischen Dimeron Lo¨sung) ist diese Proportionalita¨t schon
fu¨r das kartesische Koordinatensystem erreicht! Die charakteristischen Fla¨chen
sind 3-dimensionale Riemannsche Untermannigfaltigkeiten, welche eine konstante
Kru¨mmung aufweisen.
Der U¨bergang zu einer streng Riemannschen Struktur beseitigt also die Zweideutigkeit
in der Riemann-Cartan Geometrie was die Bewegung von Testteilchen betrifft. Um
diesen mathematischen Sachverhalt auf eine physikalische Situation anzuwenden,
ist es sinnvoll die charakteristische Konnexion
∗
Γ gegenu¨ber der Standard-Konnexion
Γ zu verwenden, was aufgrund der Integrabilita¨tsbedingung hier ja mo¨glich ist.
Auf den Integralfla¨chen von
∩
∆ finden wir folgende Bewegungsgleichung fu¨r die
Geoda¨ten:
∗
D2xµ
ds2
=
D2xµ
ds2
− ∗Kµνλ dx
ν
ds
dxλ
ds
= 0 . (VI.125)
Wir sehen also, daß die Geoda¨ten der Metrik
∗
G auf den charakteristischen Fla¨chen
sowohl mit den Geoda¨ten der Riemann-Cartan MetrikG als auch mit den Autoparallelen
der Standard-Konnexion Γ u¨bereinstimmen. Letztere ko¨nnen wir deshalb als die
Fortsetzung der Geoda¨ten in den einbettenden Raum betrachten. Diese Schlußfolgerung
gilt, wie schon erwa¨hnt, nur fu¨r den Fall, daß die charakteristische Distribution
∩
∆
integrabel ist. Andernfalls existieren keine charakteristische Fla¨chen und demzufolge
auch kein
∗
Γ !
VI.5 Die Yang-Mills Gleichungen
Bis jetzt haben wir uns hauptsa¨chlich mit allgemeinen, trivialisierbaren Feldkonfigu-
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rationen bescha¨ftigt, welche die Yang-Mills Gleichungen im allgemeinen nicht erfu¨llen.
Wir wollen uns nun den trivialisierbaren Lo¨sungen der homogenen Yang-Mills
Gleichung zuwenden, welche eine Untermenge der allgemeinen Konfigurationen
bilden. Es wird sich zeigen, daß die Feldgleichungen eine hinreichende, aber nicht
notwendige Bedingung fu¨r die Existenz von charakteristischen Fla¨chen darstellen.
Ferner implizieren die Ergebnisse des vorherigen Abschnittes die Existenz einer
streng Riemannschen Struktur zusa¨tzlich zu der allgemeineren und immer vorhandenen
Riemann-Cartan Struktur, vorausgesetzt die charakteristische Distribution ist integrabel.
Die Kombination dieser zwei Argumente besagt nun nichts anderes, als daß die
Gu¨ltigkeit der Yang-Mills Gleichungen die Existenz einer Riemannschen Struktur
sichert. Die allgemeinen Eigenschaften solch einer
”
Riemann-Yang-Mills“-Struktur
sollen in diesem Abschnitt untersucht werden.
VI.5.1 Die geometrische Bedeutung der Feldgleichungen
Im folgenden wollen wir annehmen, daß die trivialisierbaren Eichfelder die
homogenen Yang-Mills Gleichungen erfu¨llen
DµFiµν = 0 . (VI.126)
Um die geometrischen Eigenschaften dieser Feldgleichungen zu untersuchen, beachten
wir daß die intrinsische Kru¨mmung F fu¨r jedes trivialisierbare Eichfeld A nach
Gleichung (VI.4.a) durch die extrinsische Kru¨mmung B ausgedru¨ckt werden kann.
Aus diesem Grund la¨ß sich die Yang-Mills Gleichung (VI.126) mit Hilfe der B-
Felder formulieren
DµFiµν = g00 ǫi
jkBkµ
(
DµBjν − Pˆ µν
(
DλBjλ
))
= 0 . (VI.127)
Definieren wir nun die Tensorgro¨ße T durch
DµBjν − Pˆ µν
(
DλBjλ
)
= T λνµBjλ , (VI.128)
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so gilt folgende Beziehung zwischen T und dem wesentlichen Teil γ (VI.22)
T λνµ = γ
λ
νµ − Pˆ µνγλσσ . (VI.129)
Aufgrund von Gleichung (VI.22) annihiliert pˆ das Objekt T
pˆλT
λ
νµ = 0 ; (VI.130)
ferner ist T symmetrisch in den letzten zwei Indizes
T λµν = T
λ
νµ . (VI.131)
Die homogene Yang-Mills Gleichung la¨ßt sich nun mit Hilfe von T folgendermaßen
ausdru¨cken
DµFiµν ≡ g00 Fiλµ Tλµν != 0 , (VI.132)
In dieser Form la¨ßt sich fu¨r das Yang-Mills Problem sofort eine allgemeine Lo¨sung
angeben: Vergegenwa¨rtigen wir uns, daß die Kru¨mmungskoeffizienten Fi fu¨r jeden
nicht entarteten Punkt x des Basisraumes drei linear unabha¨ngige 2-Formen aus
∩
∆x darstellen, so lautet die allgemeinste Form fu¨r T
Tλµν = Sλµν + Sλµpˆν + Sλν pˆµ + Sλpˆµpˆν . (VI.133)
Die hier eingefu¨hrten Objekte S liegen vollsta¨ndig in dem zu
∩
τ 4 korrespondierenden
assoziertem Tensorbu¨ndel, das heißt es gilt z.B.
pˆλSλµν = pˆ
λSλµ = pˆ
λSλ = 0 . (VI.134)
Damit die Yang-Mills Gleichungen erfu¨llt werden, mu¨ssen die Gro¨ßen S total
symmetrisch sein
Sλµν = Sµλν = Sµνλ , (VI.135.a)
Sµλ = Sλµ . (VI.135.b)
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Da jetzt die allgemeine Gestalt von T bekannt ist, ko¨nnen wir aus Gleichung
(VI.129) den wesentlichen Teil γ bestimmen
γλνµ = S
λ
νµ + S
λ
µpˆν + S
λ
ν pˆµ + S
λpˆν pˆµ − 1
2
Pˆ νµ
(
Sλσσ + g00 S
λ
)
. (VI.136)
Damit ergibt sich die Standard-Konnexion Γ zu
Γλνµ = γ
λ
νµ − pˆλ (Sνµ + Sν pˆµ) . (VI.137)
Die geometrische Bedeutung der Yang-Mills Gleichung wird nun deutlich: Betrachten
wir die Ableitung des charakteristischen Vektors, so erhalten wir mit (VI.137)
∂µpˆν = Γ
λ
νµpˆλ = −g00 (Sνµ + Sν pˆµ) , (VI.138)
was nichts anderes bedeutet, als daß die Integrabilita¨t der charakteristischen Distribution
∩
∆ aufgrund der Yang-Mills Gleichung nun gewa¨hrleistet ist. Denn jetzt gilt (vgl.
mit (VI.99))
∂[µpˆν ] = −g00 S[νpˆµ ] . (VI.139)
Die Gestalt der charakteristischen Fla¨chen la¨ßt sich nach Gleichung (VI.138) durch
Sµν und dem Torsionsvektor Sµ bestimmen
Pˆ λµ∂λpˆν = −g00 Sµν (VI.140.a)
Sν ≡ −pˆµ∂µpˆν (VI.140.b)
Man beachte, daß der Torsionsvektor nur dann ungleich Null ist, falls die charakteristischen
Linien, bezu¨glich der kanonischen Konnexion
◦
ω u¨ber E4 bzw M4, keine Geraden
sind. Aus diesem Grund besitzt die Standard-Konnexion Γ eine nicht-verschwindende
Torsion Z
Zλµν = pˆ
λpˆ[µSν] , (VI.141)
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welche die Abweichung der charakteristischen Linien von euklidischen bzw. minkowskischen
Geoda¨ten angibt. (Die charakteristischen Linien sind natu¨rlich Geoda¨ten bezu¨glich
der charakteristischen Metrik
∗
G)
Aus Gleichung (VI.138) ko¨nnen wir nun noch eine weitere Konsequenz ziehen.
Betrachten wir zwei trivialisierbare EichfelderA, welche identische charakteristische
Fla¨chen aufweisen sollen und die sich nicht durch eine Eichtransformation ineinander
u¨berfu¨hren lassen, so basieren ihre Standard-Konnexionen Γ auf den gleichen
Objekten Sµ und Sµν ; sie unterscheiden sich jedoch bezu¨glich der Sλµν .
VI.5.2 Die Riemann-Yang-Mills Struktur
Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, daß die Yang-Mills Gleichung eine
hinreichende Bedingung fu¨r die Integrabilita¨t der charakteristischen Distribution
∩
∆ darstellt. Vom physikalischen Standpunkt aus gesehen ist es eine befriedigende
Situation die ziemlich formale Bedingung der Integrabilita¨t durch eine dynamische
Feldgleichung ausdru¨cken zu ko¨nnen. Wir erhalten als Ergebnis eine Art Riemann-
Yang-Mills Raum-Zeit Struktur, welche auf einer flachen Hintergrundgeometrie
aufgebaut ist.
Der U¨bergang zu einer Riemannschen Konnexion
∗
Γ wird durch die Argumente
von Abschnitt (VI.4.2) begru¨ndet. Benu¨tzen wir die Standard-Konnexion Γ (VI.137),
die wir aus der homogenen Yang-Mills Gleichung hergeleitet hatten, so erhalten
wir mit Hilfe von (VI.114), (VI.115.a) und (VI.115.b) sofort einen Ausdruck fu¨r
die charakteristische Konnexion
∗
Γ
∗
Γ
λ
µν = Γ
λ
µν + g00 pˆ
∗
λpˆµCν . (VI.142)
Um die Rechnung zu vereinfachen werden wir in diesem Ausdruck nicht das Ergebnis
(VI.137) fu¨r die Standard-Konnexion Γ einsetzen, sondern wir werden
∗
Γ durch eine
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konformal flache Konnexion Γ¯ ausdru¨cken, welche folgendermaßen definiert ist:
Γ¯λµν = g
λ
µCν + g
λ
ν Cµ − Cλgµν . (VI.143)
Γ¯ ist die Levi-Civita Konnexion einer konformal flachen Metrik G¯
G¯µν = ψ
2gµν . (VI.144)
Die konformal flache Konnexion Γ¯ la¨ßt sich nun leicht in Gleichung (VI.142)
einfu¨gen, wenn wir die Beziehung zwischen dem Gradienten C (VI.112.a) und
dem Torsionsvektor S (VI.139) benu¨tzen
Sµ = −g00 Pˆ νµCν (VI.145.a)
Φ = g00 (pˆ
νCν) . (VI.145.b)
Definieren wir ferner die Abweichungen (sλµν , sλµ) der symmetrischen Tensoren
(Sλµν , Sλµ) von ihren konformal flachen Werten
(
S¯λµν , S¯λµ
)
, welche durch
S¯λµν = Pˆ λµSν + Pˆ µνSλ + Pˆ νλSµ (VI.146.a)
und
S¯µν = ΦPˆ µν (VI.146.b)
gegeben sind, so gilt:
Sλµν = S¯λµν + sλµν (VI.147.a)
Sλν = S¯λν + sλν (VI.147.b)
Sλ = S¯λ . (VI.147.c)
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Damit finden wir fu¨r die charakteristische Konnexion
∗
Γ folgenden Ausdruck
∗
Γ
λ
µν = Γ¯
λ
µν + Q¯
λ
µν . (VI.148)
Hierbei setzt sich die Abweichung Q¯ der charakteristischen Konnexion
∗
Γ von Γ¯
aus den Abweichungen s von S¯ wie folgt zusammen:
Q¯λµν = s
λ
µν + s
λ
µ pˆν + s
λ
ν pˆµ − 1
2
Pˆ µν s
λσ
σ (VI.149)
Die Zerlegung von
∗
Γ in den konformal flachen Teil Γ¯ und den Rest Q¯ beru¨cksichtigt
die Tatsache, daß es im Riemannschen Fall keine Torsion Z gibt, obwohl ein nicht
verschwindender Torsionsvektor Sµ in der Theorie existiert. Der Grund hierfu¨r
besteht darin, daß die charakteristischen Linien im allgemeinen Fall gekru¨mmt
sind (vgl. (VI.140.b)). Dieser anscheinende Widerspruch wird nun gerade durch
die Aufspaltung (VI.148) beseitigt, indem der Torsionsvektor in Γ¯ absorbiert wird.
Der verbleibende Teil Q¯ wird dann vollsta¨ndig torsionsfrei, sieht aber sonst wie
die Standard-Konnexion Γ aus.
Q¯ definiert eine zusa¨tzliche Struktur u¨ber der konformal flachen Hintergrundsmetrik.
Diese Metrik ist nun durch Gleichung (VI.144) gegeben und gehorcht der Bedingung
∗
∇λ G¯µν = 2Qµνλ . (VI.150)
Lo¨st man diese Gleichung nach der charakteristischen Konnexion auf, so ergibt
sich die Aufspaltung (VI.148), wobei Q¯ durch die Gro¨ße Q 6 ausgedru¨ckt wird.
Q¯λµν = Qµν
λ¯ −
(
Qλ¯νµ +Q
λ¯
µν
)
(VI.151)
Hierbei ist Q der symmetrische Teil Σ′ von Q¯:
Qµνλ = −Σ′µ¯νλ ≡ −1
2
(
Q¯µ¯νλ + Q¯ν¯µλ
)
(VI.152.a)
Σ′
λ
µν = s
λ
µν + s
λ
µ pˆν − 1
4
(
Pˆ µν s
λσ
σ + Pˆ
λ
ν sµσ
σ
)
(VI.152.b)
6Indizes mit einem Querbalken werden mit Hilfe der Hintergrundmetrik (VI.144) bewegt.
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Die einfachsten Lo¨sungen sind nun vom konformal flachen Typ. Aufgrund ihrer
Definition besteht diese Lo¨sungsklasse aus reinen Hintergrund Konfigurationen,
das heißt, es gilt Q¯ ≡ 0 und deshalb ∗Γ≡ Γ¯. Die allgemeinste, nicht-triviale Lo¨sung
dieses Typs ist die schon in [11, 12] untersuchte euklidische Dimeron Konfiguration.
Deshalb soll hier eine kurze, auf zwei neuen Aspekten, basierende Betrachtung
genu¨gen.
Man beachte, daß der Tensor Sµν aus Gleichung (VI.140.a) beim euklidischen
Di-Meron proportional dem Projektor Pˆ ist. Das bedeutet, die charakteristischen
Fla¨chen sind 3-Spha¨ren mit dem Radius Φ−1. Da die Funktion Φ(x) u¨ber jeder
dieser 3-Spha¨ren konstant ist, muß ihr Gradient den charakteristischen Vektor pˆ
bestimmen. In der Tat gilt:
∂µΦ = −1
2
(
SλSλ − Φ2 − ψ
2
c2
)
pˆµ , (VI.153)
wobei der Torsionsvektor Sλ und der inverse Radius Φ mit dem konformalen
GradientenC (VI.120) u¨ber die Gleichungen (VI.145.b) und (VI.145.a) zusammenha¨ngen.
Ferner wird die Fasermetrik
∩
G fu¨r die reinen Hintergrundlo¨sungen isotrop
∩
Gµν=
∗
Gµν −g00pµpν = ψ2Pˆ µν . (VI.154)
Umgekehrt ersieht man daraus, daß jede isotrope Lo¨sung notwendigerweise konformal
flach ist, und deshalb mit der Dimeron Lo¨sung u¨bereinstimmen muß. Wir ko¨nnen
deshalb die Schlußfolgerung ziehen, daß die nicht-triviale Hintergrundlo¨sung immer
konformal flach und isotrop sein muß. In diesem Sinne besitzt die Hintergrundlo¨sung
die ho¨chste Symmetrie, die in der gesamten Lo¨sungsmenge gefunden werden kann.
VI.6 Geoda¨tische und autoparallele Kurven
In einer nicht-Riemannschen Struktur ko¨nnen geoda¨tische und autoparallele
Abbildung VI.1: Die charakteristischen Fla¨chen der Dimeron-Lo¨sung sind 3-
Spha¨ren Φ(x) = konst. (vgl. (VI.153)). Wenn die Meron-Zentren sich bei x0 = a, b
befinden, lautet die Gleichung fu¨r die charakteristischen Fla¨chen mit dem Radius
Φ−1
x0 =
a + b
2
+
−
a− b
2
(
1 +
[
a− b
2
Φ
]−2) 12
145
Kurven betra¨chtliche Unterschiede aufweisen. Dies gilt ebenfalls fu¨r die vorliegende
fast Riemannsche Struktur, welche auf den charakteristischen Fla¨chen streng Riemannsch
wird. Wir wollen nun beide Typen von Kurven anhand der euklidischen Dimeron-
Lo¨sung untersuchen.
Betrachten wir zuerst die Geoda¨tengleichung (VI.125) fu¨r den Riemannschen
Fall
d2xµ
ds2
+ Γ¯µνλ
dxν
ds
dxλ
ds
= 0 , (VI.155)
wobei die konformal flache Konnexion Γ¯ durch Gleichung (VI.143) gegeben ist,
mit folgendem konformalen Skalenfaktor[11]
ψ =
|a− b|2
|x− a||x− b| . (VI.156)
Das in (VI.155) benu¨tzte Linienelement ds wird durch die konformal flache Metrik
G¯ aus Gleichung (VI.144) bestimmt
ds2 = G¯µνdx
µdxν . (VI.157)
Da wir in einem euklidischen Raum rechnen, erweist es sich als gu¨nstiger wenn wir
das euklidische Linienelement benu¨tzen
dσ2 = gµνdx
µdxν , (VI.158)
mit welchem die Bewegungsgleichung (VI.155) folgende Form annimmt
d2xµ
dσ2
+ hˆµρ Γ¯
µ
νλ
dxν
dσ
dxλ
dσ
= 0 . (VI.159)
Der hierbei auftauchende Projektor hˆ annihiliert die Vierergeschwindigkeit dxλ/dσ
und sieht daher folgendermaßen aus:
hˆµρ = g
µ
ρ +
dxµ
dσ
dxρ
dσ
. (VI.160)
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Setzen wir die konformal flache Konnexion Γ¯ in (VI.159) ein, erhalten wir eine
Bewegungsgleichung, wie man sie aus der Speziellen Relativita¨tstheorie kennt:
d2xµ
dσ2
= F µ . (VI.161)
Hierbei steht die Viererkraft F senkrecht auf der Vierergeschwindigkeit, d.h.
F µ = −hˆµρCρ , (VI.162)
wie es fu¨r die
”
relativistische“ Konsistenz notwendig ist.
Fu¨r die numerische Auswertung erweist es sich jedoch als vorteilhaft, wenn
wir mit einer Gleichung vom Newtonschen Typ rechnen. Diese erhalten wir aus
der relativistischen Form (VI.162) durch eine Parametertransformation, welche die
”
Eigenzeit“ σ folgendermaßen in die
”
Newtonsche Zeit“ τ u¨berfu¨hrt:
dσ
dτ
= ψ (VI.163)
Somit lautet die Newtonsche Form der Bewegungsgleichung
d2xµ
dτ 2
= −∂µV , (VI.164)
mit dem Potential V
V = −1
2
ψ2 . (VI.165)
Diese Bewegunggsgleichung beschreibt die Bewegung eines Testteilchens in Gegenwart
zweier anziehender Zentren die an den Meron Orten a und b lokalisiert sind (s.
Bild 2). Die
”
nicht-relativistische“ Form der Bewegungsgleichung (VI.164) und
ihre
”
relativistische“ Form ermo¨glichen es uns nun, die geoda¨tischen Linien mit
der Terminologie der Newtonschen Mechanik zu untersuchen. Kontrahieren wir
(VI.164) mit der Geschwindigkeit dxµ/dτ , so ergibt sich ein Energieerhaltungsgesetz
in der Form
dE
dτ
≡ d
dτ
(T + V) = 0 . (VI.166)
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Ferner zeigt sich, daß die gesamte Energie E = T +V Null ist, da die Geschwindigkeit
des Testteilchens mit der konformalen Skalenfunktion ψ u¨bereinstimmt (vgl (VI.163)),
so daß wir fu¨r die kinetische Energie T erhalten
T = −1
2
dxµ
dτ
dxµ
dτ
= +
1
2
ψ2 = −V . (VI.167)
Das bedeutet, daß sich das Testteilchen, welches sich auf einer Geoda¨ten bewegt,
in einem gebundenen Zustand befindet und nicht ins Unendliche gelangen kann.
Diese Aussage ko¨nnen wir noch weiter pra¨zisieren, indem wir die urspru¨ngliche,
”
relativistische“ Form der Bewegungsgleichung (VI.107) betrachten. Da die zwei
Einheitsvektoren t und p entlang einer Geoda¨ten parallel verschoben werden,
bleibt der euklidische Winkel α, welcher von beiden eingeschlossen wird, konstant.
Das heißt, daß der Winkel α, unter dem eine Geoda¨te die charakteristische Fla¨chen
schneidet, entlang dieser Kurve eine konstante Gro¨ße ist. Da jede charakteristische
Fla¨che gerade eines der beiden Meronzentren umschließt (s. Bild 1), muß jede
Geoda¨te entweder in einem Meronzentrum endigen, oder sie ist eine, auf der
charakteristischen Fla¨che liegende, geschlossene Kurve. Die Verallgemeinerung dieses
Ergebnisses auf den Multi-Meron Fall ist offenkundig; vorausgesetzt er existiert.
Bild 3 zeigt den Verlauf der Geoda¨ten, die sich aus der
”
Newtonschen“ Bewegungsgleichung
(VI.164) in zwei Dimensionen ergeben (Beschra¨nkung der geoda¨tischen Bewegung
auf eine 2-Ebene durch die SO(3)-Symmetrieachse der Dimeron-Konfiguration) .7
Als na¨chstes wollen wir, ausgehend von Gleichung (VI.108.a), die autoparallelen
Trajektorien des Testteilchens unter dem Einfluß der Riemann-Cartan Geometrie
untersuchen. Die autoparallele Bewegungsgleichung unterscheidet sich von der
Geoda¨tischen durch den Einfluß der Kontorsion
∗
K (VI.115.b). Dieser Term wird
7Inzwischen haben sich durch eine neuere Untersuchung[24] weitere Hinweise ergeben, daß
die geoda¨tischen Linien in einer Riemannschen Struktur vom trivialisierbaren Typ stets auf die
topologischen Punktdefekte zulaufen und dort endigen, falls sie keine auf einer charakteristischen
Fla¨che liegende geschlossene Kurve bilden.
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nun die Newtonsche Bewegungsgleichung (VI.164) aba¨ndern. Nach einigen einfachen
Rechnungen ergibt sich die autoparallele Version der Geoda¨tengleichung zu
d2xµ
dτ 2
= −∂µV −
(
hˆµρpˆ
ρ
)(
pν
dxν
dτ
)(
Cλ
dxλ
dτ
)
. (VI.168)
Der zusa¨tzliche Term auf der rechten Seite verschwindet auf einer charakteristischen
Linie und bei einer auf die charakteristischen Fla¨chen eingeschra¨nkten Bewegung.
Aufgrund der Projektoreigenschaft von hˆ (VI.160) verletzt die Autoparallelen-
Gleichung (VI.168) nicht das Energieerhaltungsgesetz (VI.166).
Ein qualitatives Bild der Autoparallelen als Lo¨sung von (VI.168) erhalten
wir wieder durch Untersuchung des durch die Tangente t und dem umskalierten
charakteristischen Vektor p eingeschlossenen Winkels α. Da α entlang einer Autoparallelen
sich nicht a¨ndert, erhalten wir eine Konstante der Bewegung durch
cosα = Gµν pˆ
µtν . (VI.169)
Wir wollen hier zweckma¨ßigerweise den Riemannschen Winkel α durch dessen
euklidisches Analogon ersetzen
cosαe = gµν pˆ
µtν , (VI.170)(
tˆν = tν
ds
dσ
)
.
Damit erhalten wir
cos2 αe = ψ
2 cos2 α
(
sin2 α + ψ2 cos2 α
)−1
(VI.171)
Beide Winkel sind identisch fu¨r α = 0, π/2. Starten wir nun aber das Testteilchen
unter einem Winkel 0 < α < π/2, das heißt unter abnehmendem Potential V,
so bewegt sich das Testteilchen auf ein Meronzentrum zu. In diesem Fall strebt
αe gegen Null was nichts anderes bedeutet, als daß sich die autoparallele Kurve
schneller und direkter demMeronzentrum na¨hert als die geoda¨tische Kurve. Schießt
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Abbildung VI.2: Das Potential V wird von zwei anziehenden Zentren erzeugt,
welche sich an den Meronzentren a und b befinden. Die Lo¨sungen der
geoda¨tischen Gleichung (VI.155) werden durch Newtonsche Teilchen-Trajektorien
in diesem Potential dargestellt. Da die Gesamtenergie verschwindet (VI.167),
bilden Testteilchen und Dimeron einen gebundenen Zustand.
Abbildung VI.3: Das 2-dimensionale Newtonsche Problem (VI.164), (VI.165)
erlaubt kreisfo¨rmige Trajektorien (gepunktete Kurve). Die Kreise repra¨sentieren,
geometrisch gesehen, die charakteristischen Fla¨chen, welche unter konstantem
Winkel von einer beliebigen Teilchen-Trajektorie geschnitten werden.
man das Teilchen dagegen von einem Meronzentrum weg, so nimmt V zu, und αe
na¨hert sich einem rechten Winkel an, das bedeutet das Testteilchen stu¨rzt nicht
mehr in das andere Meronzentrum, sondern bewegt sich letztendlich auf einem
stationa¨ren Kreis um das erste Meronzentrum (s. Bild 4).
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Kapitel VII
Die Expansion des leeren
Universum
Unsere Wahl (IV.90) fu¨r eine allgemeine Energie-Impuls-Tensordichte (e)T des
Vakuums (bzw. fu¨r das
”
Gravitationsfeld“) ermo¨glicht es uns allgemeinere, auf dem
Ansatz (IV.80.a) - (IV.80.c) beruhende Lo¨sungen der Einsteingleichungen (IV.40)
zu finden. Der interessante Punkt hierbei besteht in der Frage, ob die allgemeineren
Lo¨sungen die de Sitter Konfigurationen letztendlich approximieren, so daß man
letztere bezu¨glich dieser Klasse von Sto¨rungen als stabil bezeichnen kann. Der
korrespondierende Energie-Impuls-Tensor (e)T der zugrundeliegenden Klasse von
Sto¨rungen wurde schon in (IV.98) gefunden und der Einstein-Tensor ist durch
(IV.118) gegeben, so daß die Einsteingleichungen (IV.40) das folgende gekoppelte
System von Differentialgleichungen fu¨r die intrinsischen und extrinsischen Variablen
ϕ und φ erzeugen
R˙2 − σ
R2 = L
2
p
[(
φϕ− φ˙
)2
+ φ4
]
(VII.1.a)
σ − R˙2
R2 − 2
R¨
R = L
2
p
[(
φϕ− φ˙
)2
+ φ4 −
(
2φ
′c
)2]
. (VII.1.b)
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Abbildung VI.4: Die autoparallelen Trajektorien schneiden, wenn sie sich
dem anziehenden Zentrum na¨hern, die charakteristischen Fla¨chen zunehmend
orthogonal (oben). Im Falle einer vom Zentrum wegfu¨hrenden Bewegung na¨hert
sich die Teilchenbahn einem, auf einer charakteristischen Fla¨che, liegenden Kreis
an (unten).
Fu¨r die nachfolgenden Untersuchungen dieser Bewegungsgleichungen fu¨hren wir
die neue Variable S ein:
S := Rφ . (VII.2)
Eine Kombination der Gleichungen (VII.1.a), (VII.1.b) ergibt nun
R˙2 − σ +RR¨ = 2L
2
p
′c2
S2 (VII.3.a)
R˙2 − σ = L2p
(
S˙2 + S
4
R2
)
. (VII.3.b)
Dieses Gleichungssystem la¨ßt nun schon einige interessante Eigenschaften fu¨r
das vorliegende kosmologische Modell erkennen: Fu¨r das offene Universum (σ =
+1) kann der Radius R des Weltalls keinen extremalen Wert (R˙ = 0) annehmen.
Das bedeutet, daß das Universum in diesem Fall fu¨r immer kontrahiert oder
expandiert. Fu¨r σ = 0 ( Euklidische Foliation) oder σ = −1 ( geschlossenes
Universum) kann dagegen eine Phase der Expansion auf eine Kontraktion folgen
(oder umgekehrt). Man beachte auch, daß die Gleichungen (VII.3.a), (VII.3.b)
zeitumkehrinvariant sind, d.h. der zeitlich umgekehrte Ablauf ist ebenfalls eine
Lo¨sung der Gleichungen. Aus diesem Grund muß fu¨r jede expansive Lo¨sung die
korrespondierende kontraktive Lo¨sung existieren. Diese Tatsache fu¨hrt nun zu der
interessanten Frage welche der beiden Lo¨sungen stabil ist. Aufgrund der Zeitumkehrinvarianz
kann nur eine der beiden Lo¨sungstypen stabil sein! Hierbei bezieht sich die Stabilita¨tsfrage
prima¨r auf den Vakuumgrundzustand (de Sitter-Universum und dessen Euklidische
Foliation) wie in Abschnitt (IV.3) beschrieben. Uns interessiert also, welche der
beiden Euklidischen Foliationen des de Sitter-Universums durch die allgemeine
Lo¨sung der Bewegungsgleichungen (VII.3.a), (VII.3.b) fu¨r t → +∞ approximiert
wird.
Man beachte hier, daß der Begriff des Grundzustandes den globalen 4-Raum
und seine Foliation einschließt. Einen anderen Foliationstyp des gleichen 4-Raumes
sehen wir aufgrund der absoluten Bedeutung von Raum und Zeit als ein unterschiedliches
Universum an, welches wir aus diesem Grund von der Stabilita¨tsanalyse ausschließen.
Um dies an einem Beispiel aufzuzeigen, wollen wir die verschiedenen Foliationen
der de Sitter-Raum-Zeit (d.h. dem Raum konstanter Kru¨mmung) untersuchen,
welche von der dynamischen (1+3)-Aufspaltung (IV.78.a), (IV.78.b) herru¨hren. Da
der Kru¨mmungstensor R (IV.117) einen Raum konstanter Kru¨mmung beschreibt,
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muß er die Form (IV.47) annehmen. Dies ergibt die folgenden Gleichungen fu¨r den
Radius R
ϕ2 − σR2 =
1
l2
(VII.4.a)
σ − R˙2
R2 +
R¨
R = 0 . (VII.4.b)
Mit Hilfe der
”
Hubble Relation“ (IV.81) erhalten wir fu¨r die erste Gleichung
(VII.4.a):
σ − R˙2
R2 +
1
l2
= 0 . (VII.5)
Die Konsistenzforderung mit der zweiten Gleichung (VII.4.b) ergibt dann
R¨ − 1
l2
R = 0 . (VII.6)
Die allgemeine Lo¨sung von (VII.6) la¨ßt sich leicht finden:
R(θ) = R+ exp
[
−θ
l
]
+R− exp
[
θ
l
]
. (VII.7)
Setzen wir dieses Ergebnis in (VII.4.b) ein, so erhalten wir eine Bedingung fu¨r die
Konstante σ
σ = R˙2 −RR¨ = −4 R+ · R−
l2
. (VII.8)
Aufgrund der Argumentation nach Gleichung (IV.115) kann die Konstante σ jedoch
nur die Werte σ = 0,
+
−
1 annehmen.
Der erste Wert (σ = 0) impliziert, daß zumindest eine der zwei Integrationskonstanten
R+, R−, welche in der allgemeinen Lo¨sung (VII.7) enthalten sind, verschwinden
mu¨ssen. Dadurch erhalten wieder die beiden urspru¨nglichen de Sitter Foliationen
(IV.72), welche einer Euklidischen Foliation des 4-Raumes entsprechen. Wa¨hlen
wir dagegen den Wert σ = −1 (geschlossenes spha¨risches Universum), so mu¨ssen
die zwei Amplituden R+
−
positiv sein:
R+ = R− = + l
2
. (VII.9)
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Ohne Beschra¨nkung der Allgemeinheit erhalten wir fu¨r die entsprechende Lo¨sung
(−1)R(θ) = l cosh θ
l
. (VII.10)
Der Radius des Universums nimmt im Gegensatz zur urspru¨nglichen de Sitter
Foliation (σ = 0) einen minimalen Wert an. Das offene Universum (σ = +1) ist
charakterisiert durch
R+ = −R− = l (VII.11)
und entsteht aus einer Singularita¨t (
”
big bang“)
(+1)R(θ) = l sinh θ
l
(VII.12)
(θ ≥ 0) .
Unseres Wissens ist diese Foliation (σ = +1) in der Literatur noch nicht untersucht
worden [31].
Der interessante Punkt hierbei ist, daß sich beide Zeit-Funktionen
(
+
−
1)
R(θ)
(VII.10), (VII.12) vom exponentiellen Gesetz (0)R(θ) (IV.72) nur fu¨r endliche Werte
von θ unterscheiden und sich mit anwachsender Zeit θ dem Wert der Hubble-
Konstanten
1
l
der de Sitter-Foliation schnell anna¨hern. Abgesehen von diesem
Merkmal mu¨ssen wir uns aber vor Augen halten, daß sich die 3-Geometrien und 3-
Topologien beider Lo¨sungen fu¨r alle Zeiten θ unterscheiden! Der Grund hierfu¨r ist,
daß die Geometrie auf den charakteristischen Fla¨chen von Hand eingefu¨hrt und
fu¨r alle Zeiten konstant gehalten wird. (vgl. die Argumentation nach Gleichung
(IV.115)). Dies zeigt uns die Bedeutung der SO(3)-Kru¨mmung F i (II.22) fu¨r die
Dynamik der (1+3)-Aufspaltung.
Wir kommen nun zu dem wichtigsten Punkt, na¨mlich der Frage, ob die drei
Foliationstypen die Einsteinschen Feldgleichungen (VII.3.a), (VII.3.b) erfu¨llen.
Auf den ersten Blick scheint dies nahezuliegen, da die Einsteinschen Gleichungen
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nur die 4-dimensionale Raum-Zeit Geometrie, welche von der Art der Foliation
unabha¨ngig ist, lokal mit der Energie-Impulsdichte der Materie verbinden. Die
globale Topologie der entsprechenden 4-Ra¨ume und 3-Ra¨ume wird jedoch nicht
eindeutig fixiert! Wir erwarten deshalb nicht, daß die Einsteinschen Gleichungen
eine bestimmte Topologie, die zu einer Lo¨sung der mikroskopischen Gleichungen
fu¨r die (1+3)-Aufspaltung geho¨rt, von vornherein auschließen. Das Gegenteil ist
jedoch der Fall: Da die rechte Seite der Einsteinschen Gleichungen nicht nur die 4-
Geometrie der Raum-Zeit entha¨lt, sondern auch von deren Foliation abha¨ngt (vgl.
(II.28)), besteht die Mo¨glichkeit, daß die eine oder andere Topologie ausgeschlossen
wird. Um dies zu zeigen, setzen wir Gleichung (VII.8) in die Bewegungsgleichung
(VII.3.a) ein und erhalten
RR¨ = L
2
p
′c2
S2 . (VII.13)
Aufgrund von (VII.6) ist dies in U¨bereinstimmung mit der urspru¨nglichen Definition
der Variablen S (VII.2). Ferner schließen wir aus der Bewegungsgleichung (VII.3.b)
RR¨ = L2p
(
S˙2 + S
4
R2
)
, (VII.14)
bzw. mit Hilfe von (VII.13)
S2 = ′c2S˙2 + ′c
2
R2 S
4 . (VII.15)
Die Kombination von (VII.2) mit (VII.15) ergibt
R˙2 = 1
l2
R2 , (VII.16)
was mit Gleichung (VII.5) nur fu¨r σ = 0 konsistent ist! Die Einsteinschen Gleichungen
selektieren also die flache Foliation aus der u¨brigen Menge der Foliationen (spha¨risch
und hyperbolisch) aus. Das bedeutet, daß die Lo¨sungen der Einsteinschen Gleichungen
(VII.3.a), (VII.3.b) fu¨r σ 6= 0, falls sie existieren, nicht das de Sitter-Universum
als den Vakuumgrundzustand beschreiben. Aus diesem Grund mu¨ssen wir uns auf
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die flache Foliation σ = 0 beschra¨nken, wenn wir die Stabilita¨t der expandierenden
und kontrahierenden Phase untersuchen.
Im folgenden werden wir das Stabilita¨tsproblem fu¨r σ = 0 numerisch untersuchen,
das mit dem Problem der kosmischen Zeitrichtung eng verbunden ist. Fu¨r die
numerischen Rechnungen ist es nu¨tzlich, alle Gro¨ßen in Einheiten der Planck-
La¨nge Lp zu messen, d.h. wir setzen
t :=
θ
Lp
(VII.17.a)
r :=
R
Lp
(VII.17.b)
s ≡ S (VII.17.c)
dr
dt
≡ r˙ := R˙ ≡ dR
dθ
(VII.17.d)
ds
dt
≡ s˙ := LpS˙ ≡ LpdS
dθ
(VII.17.e)
Λp := 2
Lp
′c
. (VII.17.f)
Damit vereinfachen sich die Gleichungen (VII.3.a), (VII.3.b) zu
r¨ =
σ − r˙2 + 1
2
Λ2p s
2
r
(VII.18.a)
r˙2 = σ + s˙2 +
s4
r2
. (VII.18.b)
Dieses Gleichungssystem vereinfacht sich fu¨r die flache Foliation zu
r¨ =
1
2
Λ2p s
2 − r˙2
r
(VII.19.a)
r˙2 = s˙2 +
s4
r2
. (VII.19.b)
Wir wollen uns natu¨rlich davon u¨berzeugen, daß der Vakuumgrundzustand
von Abschnitt (IV.3) wirklich eine Lo¨sung von (VII.19.a) und (VII.19.b) ist. Dieser
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Grundzustand sieht bei Verwendung der oben eingefu¨hrten Gro¨ßen folgendermaßen
aus:
r → r∗(t) = ρ∗ exp
[
t
τ∗
]
(VII.20.a)
s → s∗(t) = ζ∗ exp
[
t
τ∗
]
. (VII.20.b)
Dru¨cken wir die Konstanten τ∗ und Λp mit Hilfe der La¨ngenparameter {l, L, Lp}
aus, so ergibt sich
τ∗ = − l
Lp
(VII.21.a)
Λp =
2L
l
. (VII.21.b)
Setzen wir nun die Konfiguration (VII.20.a), (VII.20.b) in die Bewegungsgleichung
(VII.19.a), (VII.19.b) ein, so ergibt sich eine Lo¨sung, falls (i) zwischen der Zeit-
Konstanten τ∗ und dem La¨ngenparameter Λp die folgende Beziehung herrscht
τ 2∗ =
4
Λ2p
(
1 +
4
Λ2p
)
(VII.22)
und (ii), falls das Verha¨ltnis der Amplituden folgenden Wert annimmt:
(
ρ∗
ζ∗
)2
= 1 +
(
2
Λp
)2
. (VII.23)
Aufgrund der Gleichung (IV.70) ist die Beziehung (VII.22) konsistent mit (VII.21.a),
(VII.21.b). Falls das de Sitter-Universum durch die Euklidische Foliation aufgebaut
wird, genu¨gt es also in der Tat den Vakuum-Bewegungsleichungen (VII.3.a), (VII.3.b)
und kann wegen seiner hohen Symmetrie als Vakuum-Grundzustand betrachtet
werden!
Nach diesen Vorbemerkungen ko¨nnen wir uns nun unserer urspru¨nglichen Absicht
zuwenden, die Stabilita¨t der expansiven (τ∗ > 0) und kontraktiven (τ∗ < 0) Phase
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des Grundzustandes zu untersuchen. Dazu benutzen wir in (VII.19.a), (VII.19.b)
einen linearisierenden Ansatz
r(t) = r∗(t) + r˜(t) (VII.24.a)
s(t) = s∗(t) + s˜(t) (VII.24.b)
und erhalten
τ∗ ˙˜r − ζ∗
ρ∗
τ∗ ˙˜s+
(
4
τ∗Λ2p
)2
r˜ − 8
Λ2p
ζ∗
ρ∗
s˜ = 0 (VII.25.a)
¨˜r +
2
τ∗
˙˜r +
1
τ 2∗
r˜ =
ζ∗
ρ∗
Λ2p s˜ . (VII.25.b)
Um einen qualitativen U¨berblick u¨ber den Unterschied im Stabilita¨tsverhalten der
zwei Grundzustands-Konfigurationen zu erhalten, bringen wir (VII.25.b) in eine
Form wie sie bei der Beschreibung eines geda¨mpften harmonischen Oszillators
unter dem Einfluß einer a¨ußeren Kraft auftritt:
d
dt
(
1
2
˙˜r2 +
1
2
r˜2
τ 2∗
)
= − 2
τ∗
˙˜r2 +
ζ∗
ρ∗
Λ2p s˜ ˙˜r . (VII.26)
Fu¨r τ∗ > 0 (expandierendes Universum) ist der Energieverlust durch Reibung
positiv und die Sto¨rung r˜(t) der de Sitter-Konfiguration wird fu¨r t→∞ verschwinden
(vorausgesetzt die Arbeit, welche die a¨ußere Kraft verrichtet, kompensiert nicht
den Energieverlust). Der expandierende Grundzustand scheint deshalb stabil zu
sein, wogegen die kontrahierende Phase (τ∗ < 0) sich als instabil erweist.
Um diese Vermutung genauer zu untersuchen machen wir fu¨r r˜ und s˜ einen
Exponential-Ansatz
r˜(t) = ρ˜ exp
[
t
τ˜
]
(VII.27.a)
s˜(t) = ζ˜ exp
[
t
τ˜
]
. (VII.27.b)
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Damit ergibt sich fu¨r die Amplituden ρ˜ und ζ˜ das folgende homogene Gleichungssystem:
[
τ∗
τ˜
+
(
4
τ∗Λ2p
)2]
ρ˜− ζ∗
ρ∗
(
τ∗
τ˜
+
8
Λ2p
)
ζ˜ = 0 (VII.28.a)
[
1 + 2
τ∗
τ˜
+
(τ∗
τ˜
)2]
ρ˜− ζ∗
ρ∗
(τ∗Λp)
2 ζ˜ = 0 . (VII.28.b)
Der Da¨mpfungs-Parameter τ˜ der kleinen Abweichungen {r˜, s˜} (VII.27.a), (VII.27.b)
ergibt sich wie gewo¨hnlich aus der Forderung einer verschwindenden Koeffizienten-
Determinante fu¨r (VII.28.a), (VII.28.b), d.h.
(τ∗
τ˜
)3
+
(
2 +
8
Λ2p
)(τ∗
τ˜
)2
− 3 τ∗
τ˜
− 8
Λ2p
= 0 . (VII.29)
Die exakten Wurzeln dieser Gleichung dritten Grades sind
(τ∗
τ˜
)
1
= 1 (VII.30.a)
(τ∗
τ˜
)
2,3
= −1
2
(
3 +
8
Λ2p
)
+
−
1
2
√(
3 +
8
Λ2p
)2
− 32
Λ2p
= −1− 1
2
√
1 + (2τ∗)
2 +
−
1
2
√
9 + (2τ∗)
2 . (VII.30.b)
Aus dem Ansatz (VII.27.a), (VII.27.b) ersehen wir, daß die beiden negativen
Wurzeln (VII.30.b) die Stabilita¨t des expandierenden (τ∗ > 0) und die Instabilita¨t
des kontrahierenden Grundzustandes (τ∗ < 0) implizieren. Die Wurzel (VII.30.a)
dagegen bedeutet, daß die expandierende und kontrahierende Phase stabil ist, da
die Sto¨rungen (VII.27.a), (VII.27.b) das gleiche zeitliche Verhalten aufweisen wie
der ungesto¨rte Grundzustand (VII.20.a), (VII.20.b). Aus diesem Grund bewirken
die Sto¨rungen mit der Amplitude (VII.30.a) nur eine A¨nderung der Grundzustandsamplituden
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ρ∗, ζ∗. Diese Tatsache erkennt man auch, wenn man das Verha¨ltnis dieser Sto¨rungsamplituden
aus dem linearen Gleichungssystem (VII.28.a), (VII.28.b) berechnet:
ρ˜
ζ˜
=
(
1 +
4
Λ2p
)
ζ∗
ρ∗
(VII.31)
bzw. mit Hilfe von (VII.23) ∣∣∣∣ ρ˜ζ˜
∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ ρ˜∗ζ˜∗
∣∣∣∣ . (VII.32)
Solch eine Beziehung fu¨r kleine Abweichungen ρ˜, ζ˜ beno¨tigen wir aufgrund der
Konstanz des Verha¨ltnisses von ρ∗ zu ζ∗ wie in Gleichung (VII.23) aufgefu¨hrt.
Das Ergebnis unserer linearen Stabilita¨tsanalyse besteht also darin, daß der
expandierende Grundzustand stabil ist, wa¨hren der kontrahierende sich als unstabil
erweist. Diese Effekte ko¨nnen wir anhand der numerischen Integration (Fig.VII.1)
der urspru¨nglichen Bewegungsgleichungen (VII.19.a), (VII.19.b) deutlich erkennen.
(Fig.VII.1) zeigt die zeitliche Entwicklung des Radius des Universums, wenn
die de Sitter-Werte fu¨r den Radius R (nicht jedoch fu¨r S) als Anfangsbedingungen
genommen werden. Das Universum weicht dann von der de Sitter-Entwicklung ab,
kehrt aber bald wieder zu ihr zuru¨ck und entwickelt sich dann de Sitter gema¨ß.
Integriert man jedoch in die Vergangenheit (fu¨r die zeitlich gespiegelte Lo¨sung
ist dies die Zukunft), so endet die Entwicklung des Universums nach einigen
Planck-Zeiten. Es gibt dabei zwei Arten von Singularita¨ten, welche die ru¨ckwa¨rtige
Entwicklung beenden: (i) der Radius des Universums geht gegen Null (wie in der
Einsteinschen Theorie) und (ii) s˙2 wird bei endlichem Radius r negativ. Diese
Art von Singularita¨t taucht in der Einsteinschen Theorie nicht auf und zeigt einen
Zusammenbruch der klassischen Theorie schon bei einer endlichen Ausdehnung des
Universums. Auf jeden Fall
”
lebt“ das kontrahierende Universum nicht la¨nger als
ein paar Planck-Zeiten. Aus diesem Grund ist die
”
positive“ Zeitrichtung durch
die anhaltende Expansion des Universums bevorzugt! Als na¨chstes mu¨ßte man
untersuchen, wie dieses Ergebnis durch die Gegenwart von Materie ((m)T) 6= 0) in
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Gleichung (II.28) modifiziert wird.
Wir wollen nun am Schluß noch einige Bemerkungen u¨ber das wirkliche Universum
machen. Falls die strenge de Sitter-Konfiguration (IV.71) in der Natur realisiert
ist, tra¨gt die beobachtbare Hubble-Konstante H (IV.65) einen Wert von ungefa¨hr
10−56
1
cm2
zur kosmologischen Konstanten λc in den Einstein-Gleichungen (IV.1)
bei:
Eµν + λcGµν = 0 . (VII.33)
Solch ein kleiner Wert la¨ßt sich sich gegenwa¨rtig experimentell nicht feststellen.
Um zum Beispiel einen zusa¨tzlichen Effekt in der Merkur-Periheldrehung in der
Gro¨ßenordnung von einer Bogensekunde pro Jahrhundert hervorzubringen (dies
wu¨rde experimentell feststellbar sein [32]), mu¨ßte die kosmologische Konstante λc
einen Wert von ungefa¨hr 10−42
1
cm2
besitzen. Vergleichen wir dies mit dem obigen
Wert von λc, so scheint jeglicher Versuch einer experimentellen Verifikation sinnlos
zu sein.
Die Untersuchungen in dieser Arbeit zeigen jedoch eine weitere alternative
Sicht dieses Problems. Wie wir aus Fig.IV.1 ersehen, beno¨tigt das Universum eine
gewisse Zeit, um die strenge de Sitter-Konfiguration zu erreichen. Die entsprechende
Relaxationszeit τ˜ wird durch die zweite und dritte Wurzel von Gleichung (VII.30.b)
angegeben. Fu¨r eine grobe Abscha¨tzung dieser Werte benu¨tzen wir Gleichung
(V.92) fu¨r L. Damit erhalten wir fu¨r die dimensionslose Konstante Λp in (VII.21.b)
einen Wert von 10−30. Aufgrund dieser kleinen Gro¨ße liegt die eine Wurzel τ˜
in der Gro¨ßenordnung der Planck-Zeit Tp ≈ 10−42 sec und die andere in der
Gro¨ßenordnung der Hubble-Zeit TH ≈ 1010 Jahre . Da die letztere Zeitskala in der
Gro¨ßenordnung des Alters des Weltalls liegt, scheint uns die Annahme realistisch,
daß das Universum die de Sitter-Konfiguration gegenwa¨rtig noch nicht erreicht hat.
Aus diesem Grund muß die beobachtbare Hubble-Rate ϕ (IV.81) nicht unbedingt
mit dem de Sitter-Gleichgewichtswert l (IV.99.b) u¨bereinstimmen. Diese Tatsache
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sollte aber genu¨gen, um die modifizierten Einstein-Gleichungen (II.28) anstelle
von (IV.1) zur Beschreibung des realen Universums zu benutzen, da der Vakuum-
Tensor (e)T des gegenwa¨rtigen Universums noch nicht seine Grundzustandsform
(proportional zu G) erreicht hat. Zuku¨nftige Untersuchungen werden zeigen ob
dies in unserem Sonnensystem zu experimentell beobachtbaren Effekten fu¨hrt.1
1Dies fu¨hrte nach Beendigung der vorliegenden Arbeit zu einer Reihe weiterer
Vero¨ffentlichungen, siehe [36, 37, 38]
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Abbildung VII.1: Der Radius R(t) des deSitter Universums fu¨r σ = 0
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Die de Sitter-Lo¨sung (VII.20.a) erscheint hier als Gerade (gepu¨nktelt). Alle
gefundenen Lo¨sungen sind stabil, d.h. sie beschreiben fu¨r t → ∞ ein de Sitter-
Universum, was sich an der asymptotischen Parallelita¨t zur de Sitter-Geraden
ablesen la¨ßt. Als Anfangswerte wurden fu¨r den RadiusR(0) und seine Zeitableitung
R˙(0) die de Sitter-Werte zugrundegelegt, wa¨hrend die Anfangswerte fu¨r die Variable
S
”
verstimmt“ wurden; und zwar wurde fu¨r die Lo¨sungen (2+) und (2−) der
Anfangswert S(0) u¨ber dem de Sitter-Wert S∗ hinaus erho¨ht, wa¨hrend fu¨r die
Lo¨sungen (3+) und (3−) S(0) gegenu¨ber S∗(0) abgesenkt wurde. Die Indizes
+− fu¨r
die einzelnen Lo¨sungen beziehen sich auf die Wahl des relativen Vorzeichens von
S(0) und S˙(0). Offensichtlich bedeutet eine Erho¨hung (Erniedrigung) von |S(0)|,
daß die zugeho¨rige Lo¨sung zuna¨chst u¨ber (unter) der de Sitter-Konfiguration liegt,
wa¨hrend das relative Vorzeichen daru¨ber entscheidet, welche Gro¨ßenverha¨ltnisse
sich im asymptotischen Bereich (t→∞) einstellen.
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(W )P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Druck des W-Feldes
(F )M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Energiedichte des Eichfeldes
(F )P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Druck des Eichfeldes
Pˆ = {Pˆ µν} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Projektor auf ∆
∩
P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Projektionsoperator auf
∩
∆
Q = {Qµνλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Nichtmetrizita¨tstensor
Q¯ = {Q¯µνλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Abweichung
∗
Γ von Γ¯
R = {Rµνλσ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Kru¨mmung von Γ
∗
R= {
∗
Rµνλσ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . charakteristische Kru¨mmung (H = 0)
R = {Rµ˙ν} ≡ {Rµ˙ν} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Ricci-Tensor
R bzw. S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Kru¨mmungsskalar
||R = {||Rµνλσ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .paralleler Teil von R
⊥R = {⊥Rµνλσ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . orthogonaler Teil von R
∩
R = {
∩
Rµνλσ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . charakteristische Kru¨mmung (bzgl.
∩
Γ )
S = {Sij} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Element aus SO(3)
S = {Sµ}, {Sµν}, {Sµνλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Hilfsgro¨ßen aus ∩τ 4
S¯ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konformal flache S
T = {Tµν} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . gesamter Energie-Impulstensor
T = {Tµνλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Tensor
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . kinetische Energie eines Testteilchens
T = {Tµν} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . metrischer Energie-Impulstensor
(0)T = {(0)Tµν} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Energie-Impulstensor des Vakuums
(B)T = {(B)Tµν} . . . . . . . . . . . . . . kanonischer Energie-Impulstensor des B Feldes
(e)T = {(e)Tµν} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Energie-Impulstensor von (ex)M
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(F)T = {(F)Tµν} . . . . . . . . . . . . . kanonischer Energie-Impulstensor des Eichfeldes
(F)T = {(F)Tµν} . . . . . . . . . . . . . metrischer Energie-Impulstensor des Eichfeldes
(B)T = {(B)Tµν} . . . . . . . . . . . . . . metrischer Energie-Impulstensor des B Feldes
(id)T = {(id)Tµν} . . . . . . . . . . . . . . .Energie-Impulstensor einer idealen Flu¨ssigkeit
(m)T = {(m)Tµν} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Energie-Impulstensor der Materie
(W)T = {(W)Tµν} . . . . . . . . . . . . . kanonischer Energie-Impulstensor des WFeldes
U = {Uµ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Tangentenvektor
V = {Vλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Schnitt in ∩τ 4
V . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Potential
W = {Wλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Kompensationsfeld
W = {Wµνρλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Weylscher-Tensor
Z = {Zµνλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Torsion
∩
Z = {Zµνλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . charakteristische Torsion
(⊥)
∩
Z = {(⊥)
∩
Z µνλ} . . . . . . . . . orthogonaler Anteil der charakteristischen Torsion
(||)
∩
Z = {(||)
∩
Z µνλ} . . . . . . . . . . . . . paralleler Anteil der charakteristischen Torsion
∪
Z = {
∪
Z µνλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . relative Torsion
≍
Z = {
≍
Z µνλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . totale Torsion
′c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Konstante
eˆ = {nˆµ, eˆiµ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Vierbein, welches ∆ aufspannt
f = {fµ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Frobeniusvektor
f||, f⊥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Parameter
g = diag(
+
−
1,−1,−1,−1) . . . . . . . . . . . . . . Minkowski bzw. Euklidische Metrik
g = {gij} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Fasermetrik von τ 4
h = {hµν} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . reduzierter Hubble-Tensor
hˆ = {hˆµν} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Projektor senkrecht zur Vierergeschwindigkeit
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+h= {
+
hµν} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . symmetrischer Teil von h
−
h= {
−
hµν} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . antisymmetrischer Teil von h
k = {kµν} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . symmetrisches ∩τ 4-Objekt
l = {lµ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Schnitt aus ∩τ 4
m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Gravonmasse
l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . La¨ngenparameter
li . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SO(1,3) bzw. SO(4) Boost-Generator
p = {pµ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .charakteristisches Vektorfeld, normal zu
∩
∆
pˆ = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .normiertes char. Vektorfeld u¨ber E4
∗p = {∗pµνλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Poincare´-Dual von p
s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Abweichung S¯ von S
t = {tµν} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . totaler Korrekturterm
(B)t = {(B)tµν} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Korrekturterm des B-Feldes
(W)t = {(W)tµν} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Korrekturterm des W-Feldes
u = {ui} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SO(3)-Vektoranteil von U
u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .SO(3)-Skalaranteil von U
w = {wµ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Schnitt von ∩τ 4
∩
∆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . charakteristische Distribution
∆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .repra¨sentative Distribution
Γ = {Γµνλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . GL(4,R) Konnexion
Γ¯ = {Γ¯µνλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Levi-Civita Konnexion von G¯
◦
Γ = {
◦
Γ
µ
νλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . kanonisch flache Konnexion
∗
Γ = {
∗
Γµνλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . charakteristische Konnexion (H = 0)
∩
Γ = {
∩
Γµνλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . charakteristische Konnexion
Γ˜ = {Γ˜µνλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Levi-Civita Konnexion bzgl. G
≍
Γ = {
≍
Γµνλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Konnexion in ≍τ
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Λ = {Λµν} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Element aus SO(1,3)
Λ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . totale Lagrangedichte
ΛB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Lagrangedichte von B
ΛF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Lagrangedichte von F
ΛW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Lagrangedichte von W
∇ = {∇µ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . koordianten-kovariante Ableitung bzgl. Γ
∩
∇ = {
∩
∇µ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . charakteristische Ableitung
(⊥)
∩
∇ = {(⊥)
∩
∇µ} . . . . . . . . . . orthogonaler Teil der charakteristischen Ableitung
(||)
∩
∇ = {(||)
∩
∇µ} . . . . . . . . . . . . . . paralleler Teil der charakteristischen Ableitung
≍
∇ = {
≍
∇µ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .koordinaten-kovariante Ableitung in ≍τ
Ω = {Ωµν} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Kru¨mmung von ω
◦
Ω = {
◦
Ωµν} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
◦
λ4 Bu¨ndelkru¨mmung
Φ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Hilfsfunktion
Σ = {Σµνλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . totale Spindichte
(B)Σ, (B)Σ = {(B)Σµνλ}, {(B)Σµνλ} . . . . . Spindichte des B-Feldes bzw. B-Feldes
(p)Σ = {(p)Σµνλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Spindichte des p-Feldes
(W)Σ = {Σµνλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Spindichte des W-Feldes
Σ′ = {Σ′µνλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . symmetrischer Teil von Q¯
α . . . . . . . . . Winkel zwischen den Geoda¨ten und den charakteristischen Linien
αe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Euklidisches Analogon von α
γ = γµνλ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . wesentlicher Teil von Γ
◦
λ4 . . . . . . . . . . . . . . . . . Triviales Prinzipalbu¨ndel mit M4, bzw. E4 als Basisraum
ν = {νi} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Schnitt von τ 4
◦
ω = { ◦ωµνλ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Flache Konnexion in
◦
λ4
{℘µν}, {℘µ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Hilfsgro¨ßen
∂ = {∂µ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . partielle Ableitung
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ψ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . integrierender Faktor fu¨r p
σ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Eigenzeit
τ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Newtonsche Zeit
τ4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Tangentialbu¨ndel der Raum-Zeit
τ˜4,
≍
τ 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . isomorphe Bu¨ndel
◦
τ 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . triviales Tangentialbu¨ndel der flachen Raum-Zeit
∩
τ 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . charakteristisches Bu¨ndel
τ 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . repra¨sentatives Bu¨ndel
θ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Universalzeit
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Anhang A
Nachbemerkung
Die Wahl (III.40) fu¨r die innere Kru¨mmung F¯ ist nicht so speziell wie es vielleicht
auf den ersten Blick erscheinen ko¨nnte. Man kann na¨mlich zeigen (vgl. (IV.116.a),
(IV.116.b)), daß der obige Speziallfall (III.40) nur einen (σ = 0) von drei mo¨glichen
Fa¨llen (σ = 1, 0,−1) der charakteristischen Untergeometrie darstellt. Die charakteristischen
Fla¨chen tragen in jedem Fall eine Geometrie konstanter Kru¨mmung (offen, geschlossen
oder flach).
Das Ergebnis (IV.116.a), (IV.116.b) ist allgemeingu¨ltig wenn man auf der
linken Seite statt der gesamten SO(3)-Kru¨mmung F¯ bzw. statt des gesamten
charakteristischen Kru¨mmungstensor
∩
R nur deren Einschra¨nkungen F¯
∣∣∣∩
∆
und
∩
R
∣∣∣∩
∆
auf die charakteristischen Fla¨chen verwendet, d.h es gilt stets
F¯ iρσBρµBσν = σR2(θ)ǫi
jkBjµBkν (A.1)
∩
RµσαβBανBβλ = σR2(θ) [BµνBσλ − BµλBσν ] . (A.2)
Demzufolge tragen also die charakteristischen Fla¨chen stets eine innere 3-Geometrie
konstanter Kru¨mmung, unabha¨ngig von der Symmetrie der Massenverteilung im
Universum. Dieser Sachverhalt ko¨nnte eine Erkla¨rung dafu¨r abgeben, warum die
3-Geometrie des Weltalls auf kosmischer Skala so extrem homogen und isotrop
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erscheint, obwohl ju¨ngste experimentelle Beobachtungen auf eine ziemlich starke
Inhomogenita¨t der Massenverteilung hinweisen (kosmische Leerra¨ume  
”
Hubble
bubbles“ [35]). U¨brigens wurde dieser Sachverhalt fu¨r den Spezialfall der Einbettung
der charakteristischen 3-Fla¨chen in einen Euklidischen 4-Raum schon in einer
fru¨heren Arbeit nachgewiesen [34].
173
Literaturverzeichnis
[1] S.Hawking
”
Eine kurze Geschichte der Zeit“, Rowohlt 1987
[2] J.Schwinger
”
Einsteins Erbe“ Spektrum-Verlag, 1987
[3] H.Fritsch
”
Eine Formel vera¨ndert die Welt“, Piper 1988
[4] B.Hoffmann
”
Einsteins Ideen“, Spektrum-Verlag, 1988
[5] C.M.Will
”
. . . und Einstein hatte doch recht.“ Springer, 1989
[6] R.Kippenhahn
”
Licht vom Rande der Welt “, Piper, 1988
[7] J.D.Barrow, J.Silk
”
Die asymmetrische Scho¨pfung“ Piper, 1986
[8] R. Brucker,
”
Geometrische Interpretation von SU(2)-Yang-Mills-Feldern“,
Dissertation, Universita¨t Stuttgart 1988
[9] T.Heck,
”
Die charakteristische Distribution bei trivialisierbaren Eichfeldern“,
Diplomarbeit, Universita¨t Stuttgart 1989
[10] M.Mattes,
”
Innere Geometrie und Topologie der magnetischen Monopol
Lo¨sungen in der SO(3) Yang-Mills-Higgs Theorie, Diplomarbeit, Universita¨t
Stuttgart 1985
[11] R. Brucker und M. Sorg, Z. Naturforsch. 41a, 571 (1986)
174
[12] R. Brucker und M. Sorg, Z. Naturforsch. 42a, 521 (1987)
[13] F.W.Hehl et al., Rev.Mod.Phys. 48, 393 (1976)
[14] F.W.Hehl, Rep.Math.Phys. 9, 55 (1976)
[15] S.Kobayashi und N.Nomizou,
”
Foundation of Differential Geometry“, Vol.1
und Vol.2 Interscience Publishers, 1969
[16] Y. Choquet-Bruhat et al.,
”
Analysis, Manifolds and Physics“, North-Holland,
1982
[17] R.Sexl und H.K.Urbantke,
”
Gravitation und Kosmologie“, Bi-Wissenschafts-
verlag, 1983
[18] B.Chen,
”
Geometry of Submanifolds“, Marcel-Dekker, Inc., New York 1973
[19] C.von Westenholz,
”
Differentialforms in Mathematical Physics“, North-
Holland, 1978
[20] S.Penrose in
”
300 years of gravitation“, S.W.Hawking und W.Israel (Hrsg.)
Cambridge 1987
[21] D.Ivanenko und G.Sardanashvily, Phys.Rep. 94, 1 (1983)
[22] C.W.Misner und J.A.Wheeler, Ann.Phys. 2, 525 (1957)
[23] C.W.Misner, K.S.Thorne, J.A.Wheeler:
”
Gravitation“, Freeman (1973)
[24] T.Heck und M.Sorg:
”
Geodesic motion in trivializable gauge fields“, preprint
1989.
[25] K.Iwasawa, Ann. of Math. 50, 507 (1949)
175
[26] J.Isenberg und J.Nester in
”
General Relativity and Gravitation“, Plenum
Press 1980, S.23
[27] P.D.B.Collins, A.D.Martin, E.J.Squires,
”
Particle Physics and Cosmology“,
Wiley-Interscience Publications 1989
[28] G.Mack, Fortschr.d.Physik 29, 135, (1981)
[29] S.Weinberg,
”
Gravitation & Cosmology“, New York, Wiley 1972
[30] S.Weinberg, Rev.Mod.Phys 61, 1, (1989)
[31] S.Hawking und G.Ellis:
”
The large scale structure of space-time“ Cambridge
University Press, 1973
[32] W.Rindler,
”
Essential Relativity“, Springer (1977)
[33] M.Mattes und M.Sorg,
”
First-order field equations in General Relativity“, Il
Nuovo Cimento Vol. 106B, N. 3 (1991)
[34] M.Mattes und M.Sorg,
”
Riemann Cartan Geometry of Trivializable Gauge
fields“ Z. Naturforsch. 44a, 222 (1989)
[35] J.Trefil,
”
Fu¨nf Gru¨nde, warum es die Welt nicht geben kann“, Rowohlt Verlag
GmbH, 1990
[36] M.Mattes und M.Sorg,
”
Oscillating and Inflating Universe in SO(3)-
Gravitation Theory“ Z. Naturforsch. 46a, 967 (1991)
[37] M.Mattes und M.Sorg,
”
Nonstandard Model of the Expanding Universe“ Int.
J. Theor. Phys. Vol. 31, No. 7 1229 (1992)
[38] M.Mattes, U.Ochs und M.Sorg,
”
Matter Production in the Early Universe“
Int. J. Theor. Phys. Vol. 35, No. 1, pp. 155-170 (1996)
176
Herrn Dr. M.Sorg mo¨chte ich an dieser Stelle fu¨r die Themenstellung und fu¨r
seine sta¨ndige Gespra¨chsbereitschaft meinen besonderen Dank ausprechen. Viele
anregende Diskussionen mit ihm trugen wesentlich zum Gelingen dieser Arbeit bei.
Herrn Prof. Dr. Dr. h.c W.Weidlich danke ich fu¨r die U¨bernahme des Hauptberichts
und Herrn Prof. Dr. H.R.Trebin fu¨r seine Bemu¨hungen als Mitberichter.
